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EXERCICES D'ANALYSE 



ET DE 



PHYSIQUE MATHEMATIQUE 



MÉMOIRE 



SUR 



L'ANALYSE INFINITÉSIMALE. 



Pr^liminaiees. — Considérations générales. 

Lorsque des variables sont liées entre elles par une ou plusieurs équations, 
alors , en vertu de ces équations mêmes , quelques-unes de ces variables de- 
viennent fonctions des autres considérées comme indépendantes. Alors aussi 
des accroissements simultanément attribués aux diverses variables se trou- 
vent liés entre eux et à ces variables par des équations nouvelles qui se dé- 
duisent immédiatement des équations données. Ajoutons que, si, les accrois- 
sements des variables étant supposés infiniment petits , on néglige, vis-à-vis 
de ces accroissements considérés comme infiniment petits du premier ordre , 
les infiniment petits des ordres supérieurs au premier, les nouvelles équa- 
tions deviendront linéaires par rapport aux accroissements infiniment petits 
des variables. Leibnitz et les premiers géomètres qui se sont occupés de la- 
nalyse' infinitésimale ont appelé différentielles Aes variables leurs accroisse- 
ments infiniment petits, et ils ont donné le nom Adéquations différentielles 
aux équations linéaires qui subsistent entre ces différentielles. Cette définition 
des différentielles et des équations différentielles a le grand avantage d être 
très-générale et de s étendre à tous les cas possibles. Toutefois, pour ceux 
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qui ladoptent, les équations différentielles ne deviennent exactes quedans le 
cas où les différentielles s évanouissent, c est-à-dire dans le cas où ces équations 
mêmes disparaissent. A la vérité, Finconvénient que nous venons de rappeler 
n a point arrêté Euler, et ce grand géomètre, tirant la conséquence rigou- 
reuse des principes généralement admis , a considéré les différentielles comme 
de véritables zéros qui ont entre euK des rapports finis. Mais d'antres géo- 
mètres non moins illustres , et Lagrange à leur tête , n ont pu se résoudre à 
introduire dans un même calcul plusieurs sortes de zéros distincts les uns des 
autres, et c est pour ce motif qu'à la notion des différentielles Lagrange a 
songé à substituer la notion des fonctions dérivées, sur laquelle il sera conve- 
nable de nous arrêter quelques instants. 

Examinons en particulier le cas où Ion considère une seule variable indé- 
pendante et une seule fonction dé cette variable. Si Ton attribue à cette va- 
riable un accroissement infiniment petit, Faccroissement correspondant de la 
fonction se trouvera lié à la variable et à l'accroissement de la variable, par 
une équation qui deviendra linéaire à Fégard des deux accroissements, 
quand on négligera les infiniment petits du second ordre ou d un ordre supé- 
rieur vis-à-vis des infiniment petits du premier ordre. Or Féquation linéaire 
ainsi obtenue fournira, pour le rapport entre les accroissements infiniment 
petits de la fonction donnée et de la variable , une fonction nouvelle. Cette 
fonction nouvelle est précisément celle que Lagrange appeUe Isl Jonction dé-- 
rivée (^). Elle représente en réalité la limite du rapport entre les accroisse- 
ments infiniment petits et simultanés de la fonction et de la variable. Mais , 
au lieu de lui donner cette origine, Lagrange Fa considérée comme repré- 
sentant le coefficient de Faccroissement de la variable dans le premier terme 
de Faccroissement de la fonction développée en une série ordonnée suivant 
les puissances ascendantes de Faccroissement de la variable. 

Dans le cas où Fou considère un développement en série , abstraction faite 
du système d'opérations qui a pu produire ce développement , le seul moyen 
de savoir si le développement dont il s'agit appartient à une fonction donnée, 
est d'examiner si cette fonction équivaut à la somme de la série supposée 



(*) La méthode de maximis et minimis, donnée par Fermât, peut être réduite à la re- 
cherche du rapport qu'on obtient quand on divise ^ par un accroissement indéterminé at- 
tribué à une variable , l'accroissement correspondant de la fonction qui doit devenir un 
maximum ou un minimum ^ et à la détei^ination de la valeur particulière qu'acquiert oe 
rapport, quand l'accroissement de la variable s'évanouit. Or cette valeur particulière, comme 
Lagrange en a fait la remarque , est encore la /onction dérivée. 
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convergente. Par suite, pour établir sur des bases rigoureuses la théorie des 
fonctions dérivées, telle qae Lagrange Ta conçue, il faudrait commencer par 
faire voir que Faccroissement d une fonction quelconque est, sinon dans tons 
les cas possibles, du moins sous certaines conditions, la somme d'une série 
convergente ordonnée suivant les puissances ascendantes de Taccroissement 
de la variable. Or la démonstration générale d un semblable théorème ne 
peut se donner à priori, et repose nécessairement, même dans le cas où les 
accroissements deviennent infiniment petits , sur diverses propositions anté- 
cédentes; doù il résulte que ce théorème doit être naturellement r^^dé, 
non comme le principe et la base du calcul différentiel , mais comme un des 
résultats auxquels conduisent les applications de ce calcul. Aussi les difficultés 
que Ion rencontre, quand on veut déduire la notion des fonctions dérivées 
de la considération d une série composée d un nombre infini de termes , se 
trouvent-elles à peine dissimulées par toutes les ressources qu'a développées 
le génie de Lagrange dans les premiers chapitres de la Théorie des fonctions 
analytiques. 

On échappe aux difficultés que nous venons de signaler, quand on consi- 
dère une fonction déris^e comme la limite du rapport entre les accroisse- 
ments infiniment petits et simultanés de la fonction donnée et de la variable 
dont elle dépend. En adoptant cette définition on pourrait, avec quelques 
auteurs , nommer différentielle de la variable indépendcmte laccroissement de 
cette variable, et différentielle de la fonction donnée le produit de la fonc- 
tion dérivée par la différentielle de la variable. On pourrait enfin , lorsqu'une 
même quantité dépend de plusieurs variables , nommer différentielle totale 
de cette quantité la somme des différentielles qu on obtiendrait en la consi- 
dérant successivement comme fonction de chacune des variables dont il 
s'agit. Mais alors le sens du mot différentielle^ loin de se trouver généralement 
fixé, en vertu dune définition simple applicable à tons les cas possibles, 
exigerait, pour être complètement déterminé , que Ton expliquât avec préci- 
sion quelles sont les variables regardées comme indépendantes; et, si, pour 
fixer les idées , on s occupait uniquement de deux variables liées entre elles 
par une seule équation, non-seulement la différentielle de la première variablr 
serait définie autrement que la différentielle de la seconde , mais, de plus , la 
définition de chaque différentielle varierait lorsqu'on changerait la variable 
indépendante, en considérant tantôt la seconde variable comme fonction de 
la première, tantôt la première comme fonction de la seconde. 

On évitera ces inconvénients si l'on considère les differe/ttieUes de deux 
ou de plusieurs variables liées entre elles par une ou plusieurs équations, 
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comme des quaniitésjinies dont les rapports sont rigoureusement égaux aux 
limites des rapports entre les accroissements infiniment petits et simultanés 
de ces variables. Cette définition nouvelle , que j ai adoptée dans mon Calcul 
différentiel et dans le Mémoire sur les méthodes analytiques ^ me paraît 
joindre à Texactitude désirable tous les avantages qu'offrait, sous le rap- 
port de la simplicité et de la généralité, la définition primitivement admise 
par Leibnitz et par les géomètres qui 1 ont suivi. A la vérité , les différentielles 
de plusieurs variables ne se trouvent pas complètement détexnninées par la 
définition nouvelle; et cette définition, lors même que toutes les variables se 
réduisent à des fonctions de Fune d entre elles, détermine seulement les rap- 
ports entre les différentielles de ces diverses variables. Mais l'indétermina- 
tion qui subsiste est plutôt utile que nuisible dans ]es problèmes qui se résol- 
vent à Taide du calcul infinitésimal, attendu quelle permet toujours de 
disposer arbitrairement au moins d'une différentielle; et d ailleurs, cest 
précisément en vertu de cette indétermination même que la définition nou- 
velle embrasse, comme cas particuliers, les définitions diverses qu'offrirait, 
pour divers systèmes de variables indépendantes, la théorie que nous 
rappelions tout à l'heure. En vertu de la nouvelle définition , les divers sys- 
tèmes de valeurs que peuvent acquérir les différentielles de plusieurs variables 
liées entre elles par des équations données, restent évidemment les mêmes, 
quelles que soient celles de ces variables que l'on considère comme indépen- 
dantes; et les équations différentielles, c'est-à-dire les équations linéaires 
auxquelles satisfont les divers systèmes de valeurs, ne sont plus, comme dans 
la théorie de Leibnitz, des équations approximatives, mais des équations 
exactes. 

Pour écarter complètement l'idée que les formules employées dans le 
calcul différentiel sont des formules approximatives, et non des formules 
rigoureusement exactes , il me parait important de considérer les. différen- 
tielles comme des quantités finies, en les distinguant soigneusement des accrois- 
sements infiniment petits des variables. La considération de ces derniers 
accroissements peut et doit être employée comme moyen de découverte ou 
de démonstration dans la recherche des formules ou dans l'établissement des 
théorèmes. Mftis alors le calculateur se sert des infiniment petits comme d'in- 
i:ermédiaires qui doivent ]e conduire à la connaissance des relations qui sub- 
sistent entre des quantités finies; et jamais, à mon avis, des quantités infini- 
ment petites ne doivent être admises dans les équations finales , où leur 
présence deviendrait sans objet et sans utilité. D'ailleurs, si l'on considérait 
les différentielles comme des quantités toujours très-petites, on renoncerait, 
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}3ai* cela même, à lavantage de pouvoir, entre les différentielles de plusieurs 
variables, en prendre une pour unité. Or, pour se former une idée précise 
dune quantité quelconque, il importe de la rapporter à Funité de son espèce. 
Il importe donc de choisir une unité parmi les différentielles. Ajoutons qu un 
choix convenable de cette unité suffit pour transformer en différentielles ce 
qu'on appelle des fonctions dérivées. En effet, en vertu des définitions adop- 
tées, la dérivée dune fonction est ce que devient sa différentielle y quaruila 
différentielle de la variable indépendante est prise pour unité. 

Remarquons encore que la considération d une variable dont la différen- 
tielle est prise pour unité simplifie l'énoncé de la définition que nous avons 
donnée pour les différentielles en général, et permet de réduire cette défini- 
tion aux termes suivants : 

La différentielle d'une variable quelconque est la limite du rapport entre 
les accivissements infiniment petits que peuvent acquérir simultanément la 
variable dont il s'agit, et la variable dont la différentielle est prise pour 
unité. 

Or, la définition précédente fournit le moyen de démontrer fort simple- 
ment les propositions fondamentales du calcul différentiel, et en particulier 
les théorèmes généraux relatifs à la différentiation des fonctions de fonctions , 
et des fonctions composées. C'est ce que nous allons expliquer dans ce Mé- 
moire, après avoir indiqué en peu de mots les notations dont nous ferons 
usage. 

§ I". — Notations. 
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Gonformément aux principes établis dans les préliminaires , nous appell 
rons différentielles de plusieurs variables, des quantités Jinies dont les 
rapports sont rigoureusement égaux aux limites des rapports entre les 
accroissements simultanés et infiniment petits des variables proposées. 

Pour étendre cette définition au cas où les variables 'deviendraient imagi- 
naires, il suffirait d'y remplacer le mot quantités par 'ceux- ci : expressions 
imaginaires , attendu qu'alors les différentielles elles-mêmes cesseraient géné- 
ralement d être réelles. En conséquence , la définition générale des diffé- 
rentielles sera la suivante. 

Les différentielles de plusieurs variables réelles ou imaginaires sont des 
quantités f nies ou des expressions imaginaires ^nies ^ qui^ comparées les 
unes aux autres ^ offrent des rapports égaux aux limites des rapports entre 
les accroissements simultanés et infiniment petits de ces variables. 

Nous indiquerons, suivant l'usage, les accroissements simultanés, finis ou 
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infiniment petits de variables proposées, à l^aide de la lettre caractéristique A, 
et leurs différentielles à laide de la lettre caractéristique d. En conséquence, 
si Ton nomme 

les variables proposées, ieui*s accroissements simultanés, finis ou infiniment 
petits, seront 

Aar, A;', Ar-, . . . , A/;, Ai', àw, ... ; 

tandis que les notations 

(fXy r/y, rfz-, . . . , (Iii^ d\f^ dw^ . . . 

représenteront les différentielles de ces mêmes variables, c est-à-dire des va- 
riables nouvelles dont les rapports seront égaux aux limites des rapports entre 
les accroissements 

Ax, Aj% Az, .... A//, Ai^ Ati',. . . 

supposés infiniment petits. 

Il importe d observer que, dans le cas même où chacun des rapports entre 
les accroissements infiniment petits des variables proposées converge vers 
une limite unique et finie , la définition ci-dessus adoptée ne détermine pas 
complètement les différentielles des variables, mais seulement les rapports 
qui existent entre ces différentielles. On pourra donc toujours disposer ar- 
bitrairement au moins de la différentielle dune variable; et Ton ne doit pas 
s en étonner, puisque les relations qui peuvent exister entre les diverses va- 
riables devront toujours laisser au moins une de ces variables entièrement 
arbitraire. 

Un moyen de simplifier les calculs est évidemment de réduire à Tunité 
la valeur de la diflérentielle qui demeure arbitraire. D ailleurs la variable, 
à laquelle appartient cette différentielle, pourra être ou Tune des variables 
proposées, ou même une nouvelle variable avec laquelle on ferait varier 
toutes les autres. En effet, rien n'empêche de concevoir que les accroisse- 
ments simultanés 

Aj:, At*, A2,..., Aw, Ai*, Aw,... 

des variables proposées 

a*, ^. z-,, . . , /^, t', li^,. . . 
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(Correspondent à 1 accroissement A/ d une variable t y comprise ou non com- 
prise parmi les premières, et de prendre lunité pour la différentielle de 
cette variable t^ qui devra être considérée comme indépendante de toutes 
les autres, et qui pourra être censée, si Ion veut, représenter le temps. FI y 
a plus : si Ton pose 

A/ — e, 

rien n empêchera de considérer laccroissenient e de la variable indépen- 
dante t comme une nouvelle variable indépendante. C'est ce que nous ferons 
désormais. D ailleurs, pour abréger le discours, nous désignerons la variable 
indépendante /, de laquelle toutes les autres seront censées dépendre, et 
dont la différentielle sera réduite à lunité, sous le nom de variable primitive. 
Cela posé, soit s une variable distincte de la variable primitive t. En vertu 
des définitions adoptées, le rapport entre les différentielles 

rfsy rit, 

sera la limite du rapport entre les accroissements infiniment petits 

Aj, A/. 
On aura donc 

/ N fis 1. Af 

(i) -;- = lim. ~; 

OU , ce qui revient au même, 
(a) ds = dt lim. — . 

Or de cette dernière équation, jointe aux formules 

dt =1 i, At = ty 
on tirera 

(3) ds = lim. — . 

Effectivement , il résulte des définitions admises que la différentielle d'une 
variable quelconque s sera la limite du rapport entre les accroissements 
infiniment petits As et i de cette variable et de la variable primitiife. 

Concevons maintenant que Ion nomme s et a: deux variables quelconques 
liées entre elles par une certaine équation. Cette équation, résolue par 
rapport à j, déterminera s en fonction de x, Dailleui's, s étant considéré 

2. 
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comme fouction de la variable x , le rapport entre les différentielles ds , dx 
de cette fonction et de cette variable sera la limite du rapport entre les ac- 
croissements infiniment petits A J , Ax. On aura effectivement , en rempla- 
çant s par X dans la formule (i) , 

ou, ce qui revient au même, 

(5) ds = dxlim. ^. 

Or la valeur qu acquerrait la différentielle ds de la fonction ^ si la différen- 
tielle dx de la variable se réduisait à Funité , est précisément ce qu on nomme 
la Jonction dérivée de s, relative à la variable x. Si Ion désigne par la 
lettre caractéristique D^, et à laide de la notation 

cette fonction dérivée, on aura, en vertu de la formule (5), 

(6) D^^ = ^^^'Tx' 

et, par suite, cette formule donnera généralement 

(7) ds = hjesdx. 

Concevons à présent que s représente une fonction de plusieurs variables 

x^ y^ z,. . ., 2^, (^, fv. . . . 

On pourra partager ces variables en divers groupes ou systèmes , et cher- 
cher Faccroissement que la fonction s reçoit quand on attribue des accrois- 
sements infiniment petits 

Ajc, A^, a?,.... Ai/, Ap, Au',..., 
à toutes les variables 

ou seulement aux variables comprises dans le premier groupe, dans le se- 
cond, dans le troisième,. . . En opérant ainsi, on obtiendra, dans le pre- 
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mier cas, V accroissement total de s^ que nous continuerons à exprimer par 
la notation 

et dans le second cas un accroissement partiel de s , qui correspondra au 
changement de valeur des variables comprises dans un seul groupe , et qui 
sera représenté par 1 une des notations 

^,^» ^/,^» K^^ 

A \ accroissement total Ls correspondra la différentielle totale ds déterminée 
par la formule (3) ; et de même aux accroissements partiels 

\s, ^^s, A^j,. .., 

correspondront des différentielles partielles 

d^s, d^^s, d^s^. .., 
déterminées par des équations de la forme 

(8) d^s = Um. ^. 

Après avoir partagé en plusieurs groupes les variables desquelles dépend 
la fonction s , on peut calculer, non-seulement ses accroissements partiels 
du premier ordre 

correspondants au changement de valeurs des variables comprises dans les 
divers groupes, mais encore ses accroissements partiels du second ordre, 
par exemple, 

ses accroissements partiels du troisième ordre, par exemple , 

etc. A ces accroissements partiels des divers ordres correspondront des 
différentielles partielles des divers ordres. Ainsi , en particulier, outre les 
différentielles partielles du premier ordre représentées par les notations 



m 
t 
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on pourra obtenir des différentielles partielles du second ordre représentées 
par les notations 

dM,^-> d,d^s,..., d,d^s,..., 

des différentielles partielles du troisième ordre repi-ésentées par les notations 

Il y a plus , outx'e les accroissements et différentielles de divers ordres que 
produisent plusieurs opérations successivement effectuées, mais dissem- 
blables entre elles, on pourra considérer des accroissements totaux ou par- 
tiels, et des différentielles totales ou partielles qui seraient les résultats d'o- 
pérations dont plusieurs deviendraient semblables les unes aux autres. Tels 
seraient, par exemple, les accroissements totaux ou partiels exprimés par 
les notations 

AA.v, AAA.v, AAAAj",..., 

■ 

A, A, 6-, A, A,A,j,. . ., A„A„A,f ,. . ., 

et les différentielles totales ou partielles exprimées par les notations 

dds , ddds , dddds , . . . , 
dd^s, dd^d^s,..,, d,^d^^d^s,. . . . 

Pour plus de commodité, on est convenu d'écrire 

A**, A', . . , au lieu de AA, AAA,..., 
A-, A,^,. . ., au lieu de A, A,, A^A^A^,. . . , 

et pareillement 

rf*, t/',..., au lieu de dd^ ddd^...^ 
rf^, rf^,..., au lieu de rfrf, d^d^d^^.,., 

comme si les notations 

AA, AAA,..., A,A,, A,A,A,,..., 
dd^ ddd^,..y d^d^y d^d^d^^,.., 

repi-ésentaient de véritables produits. Eu égard à cette convention, les ac- 
croissements totaux et différentielles totales des divers ordres de la fonction s 
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se trouveront représentés par ks notations 

et les accroissements partiels ou|dérivées partielles 

A,A,jr, A,A,Aj,..., A,,A,,A,j,. . ., d^d^s, d,dd^s,..., d^^d,,d,s ,, . ., 
par les notations 

A/-*, A,^^,..., A^^A,^,..., dfs^ dfs^...^ d^d.s,^. , , . 

On pourrait supposer que, s étant une fonction de plusieui*s variables 
jr, ^, z,. . ., chacune des caractéristiques 

fût relative au changement de valeur d'une seule variable 

j?, ou ^, ou z,. . . . 

Dans ce cas particulier, nous remplacerons ces caractéristiques par les 

suivantes 

Ax> Ajr, A, , . • . ; 

en sorte que la notation 

A^f, 

par exemple , représentera laccroissement partiel de la fonction s , corres- 
pondant à Faccroissement Ax de la seule variable x. Alors aussi nous rem- 
placerons les caractéristiques 

par les suivantes 

dont chacune indiquera une différentiation effectuée sur une fonction de 

Xj jTy z,... par rapport à une seule variable x, ou ^, ou z, . . .; et les 

notations 

djgS, dyS, dgSj,. , 

représenteront les différentielles partielles de la fonction s relatives aux 
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diverses variables. Ce nest pas tout: en vertu des conventions admises, on 
devra représenter par la notation D^j la dérivée de s relative à la seule 
variable a:, par DyS la dérivée de s relative à la seule variable ^, etc. . . ; et 
pour déterminer les valeurs de ces diverses dérivées qui devront naturelle- 
ment s'appeler les dériwes partielles de s relatives à a:, à^, à z , . . . , on ob- 
tiendra, au lieu de Téquation (6), des équations semblables et de la forme 

(ok) D-^ = lim. -^, Dy^ = lim. -^^ D,j = lim. -— , . . . 

Enfin, à la place de la formule (7), on obtiendra les suivantes 

(10) d^s = D^J dx^ dyS = HyS dj^ d^s = D^^ r/z,. . . , 

qui montrent comment les différentielles partielles * 

CcjpO, Cfvtf* CfvW, • • • 

peuvent se déduire des dérivées partielles 

MjjgSj ÈJySy ÈJgO^ • • • . 

Lorsqu'une même fonction s se trouve successivement soumise à plusieurs 
opérations indiquées par quelques-uns des signes 

"or ï " j t "X 9 • • • 
OU 

on obtient, dans le premier cas, des différentielles partielles de divers or- 
dres, telles que 

dxdyS^ djgdgS j dydgSy. .., d^d^ d^s^,,, ^ 

et dans le second cas des dérivées partielles de divers ordres ^ telles que 

Lorsqu'une de ces opérations se trouve répétée plusieurs fois de suite, 
alors, au lieu de plusieurs caractéristiques pareilles, placées à la suite lune 
dé l'autre, on écrit une seule caractéristique affectée d'un exposant égal à 
leur nombre, comme nous l'avons déjà fait dans des cas semblables. En opé- 
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rant de cette manière, on réduit, par exemple, les expressions 

k celles-ci 

dxdySy dxdyS^...^ 



et les expressions 
à celles-ci 

Lorsque les relations qui existent entre les variables proposées laissent non 
pas seulement une, mais plusieurs variables indéterminées, en sorte que plu- 
sieurs variables puissent être considérées comme indépendantes, il est clair 
qu on peut disposer arbitrairement des différentielles de toutes les variables 
indépendantes. Alors on simplifie les calculs en considérant ces mêmes diffé- 
rentielles conmie autant de constantes arbitraires. 



§ n. Sur la continuité des fonctions , de leurs dérivées et de leurs différentielles. Propriétés 

diverses des différentielles. 

Nous disons, comme Ton sait, quune fonction est continue ^ entre deux 
limites données d'une variable dont elle dépend, ou dans le voisinage d'une 
valeur particulière attribuée à cette variable, loi'sque entre ces limites ou ' 
dans le voisinage de cette valeur particulière , la fonction , conservant sans 
cesse une valeur unique et finie, varie de telle sorte quun accroissement 
infiniment petit, attribué à la variable, produise toujours un accroissement 
infiniment petit de la fonction elle-même. 

Supposer, comme on le fait dans le calcul différentiel , qu'à des accroisse- 
ments infiniment petits des variables correspondent des accroissements infi- 
niment petits des fonctions, c'est supposer implicitement que les fonctions 
restent continues. On ne doit donc pas être étonné de rencontrer dans le 
calcul différentiel des définitions , des formules et des théorèmes qui cessent 
d'être applicables, ou d'offrir un sens précis et déterminé dans le cas où Ton 
attribue aux variables des valeurs pour lesquelles les fonctions deviennent 
discontinues. On ne doit pas être étonné de voir, dans des cas semblables , les 
formules (3) et (6) du § T' fournir, pour la différentielle ds d'une fonction 
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donnée, ou pour sa dérivée D^.^ relative à une seule variable x, des valeurs 
infinies ou même indéterminées (*). 

Sans perdre de vue ces observations, nous allons maintenant faire voir 
avec quelle facilité les propriétés diverses des différentielles et des fonctions 
dérivées se déduisent des principes établis dans le premier paragraphe, et 
en particulier de la définition que nous avons donnée des différentielles, 
jointe à la considération d'une variable dont la différentielle est prise pour 
unité. 

Soit s une variable ou fonction quelconque. Soient encore 

A.v et t 

les accroissements infiniment petits et simultanés de la variable s et de la 
variable primitive dont la différentielle est prise pour unité. Comme nous 
lavons remarqué dans le § 1% la différentielle ds sera , en vertu de sa défi- 
nition même , déterminée par la formule 

(i) cfs = lim. ~. 

Cela posé, concevons d abord que la fonction s soit équivalente à la somme 
de plusieurs autres fonctions £/, (^, iv, . . . , en sorte qu on ait 

(2). s = u-{-v-hw-h 

Si Ton désigne par 

Aj, àu^ A(^, A(t/, . . . 



(*) Pour en donner un exemple très-simple , posons .f = - ; alors Téquation (6) du § P% 
savoir^ 

DxS = lim. — ^, 
se réduira simplement à 

I>,5 = — lim. 



"■■ .'• 



x (x-f- Aor) 



• ■■« » 



.-.■■'..'•T. 



et donnera généralement, pour dérivée de -, la fonction qui sera une quantité négative 

si la variables, étant réelle, diffère de zéro. Mais, si la variable x s'évanouit , la même formule 

fournira une valeur infinie de Dx^ ; et Von doit ajouter que cette valeur pourra être censée 

à volonté ou positive, ou négative, attendu qu'en faisant converger x et Ax vers zéro, on 

Aj: 
peut disposer arbitrairement du signe et de la valeur du rapport — '-, 
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les accroissements infiniment petits et simultanés de 

laccroissement total de s se réduira évidemment à la somme des accroisse- 
ments correspondants des autres fonctions « , i^, u», . . . On aura donc 

A^ = Ai/ 4- At' -H Au' -h . . . 
et par suite 

A.V lu Àc la' 



Si, dans cette dernière formule, on fait converger i vers la limite zéro, 
alors , eu égard à Téquation (a) , on verra les rapports 



as Ix Iv 1(V 

> 1 1 1 

t t I. L 



converger vers les limites respectives 

ds^ (hi^ dv^ dw^ ... ; 
puis on en conclura , en passant aux limites , 

(3) ds = du -{- d\> -^ d{\> h- 



Ën d autres termes, 1 équation 

« 

(4) A (m -h i^ -h IV -4- . . .) = Aw -h A(> -h Aiv -+-... 

entraînera la formule 

(5) rf(a + ^^ 4- IV H-. . .) == ^ H- t/i^-+- <Av H- 

On peut donc énoncer la proposition suivante. 

i*^ Théorème. La différentielle de la somme de plusieurs fonctions se 
réduit à la somme de leurs différentielles. 

Corollaire, Si Ion suppose les fonctions w, i^, . . . réduites à deux seule- 
ment , la formule (5) deviendra 

d{u -\- v) = du -h dv. 

Or, de cette dernière foimule il résulte que, si une fonction donnée n 

3. 



reçoit un accroissement quelconque v^ laccroissement coii^espondant de la 
différentielle du sera représenté par di^. En d'autres termes : t accrois sèment 
de la différentielle sera la différentielle de Vaccroissetnent. 

Supposons maintenant deux fonctions r^s^ liées entre elles par Téquation 

(6) s = ar, 

dans laquelle a désigne un coefficient constant. Quand on fera croître r de Ar, 
le produit ar croîtra d une quantité représentée par le produit a A r. Donc , 
en nommant Ar, A^ les accroissements infiniment petits et simultanés des 
fonctions r, ^, on aura 

A^ zz= a Ar. 

En divisant par i chaque membre de la dernière équation , et faisant con- 
verger e vers la limite zéro, on trouvera non-seulement 

À.f Ar 

— =Z a — y 

t l 

mais encore 

, (7) ds = adr. 

En d'autres termes, Téquation 

(8) A (ar) = air 
entraînera la formule 

(9) a {ar) = a dr. 

On peut donc énoncer encore la proposition suivante. 

2^ Théorème, Lorsqu'on multiplie une fonction par un coefficient constant , 
la différentielle de cette fonction se trouve à son tour multipliée par le 
mêijie coefficient. 

Supposons enfin la fonction s liée à d'autres fonctions u^VyWy, . . par une 
équation linéaire ou de la forme 

(10) s =i au -^^ bsf -h cw -f-. . .y 

dans laquelle a^b^c^... désignent des coefficients constants. Alors, en raison- 
nant toujours de la même manière , on obtiendra la formule 

(i 1) ds = a au H- hdsf -\- c div 4- • -* , 



(ai ) 
qui entraÎDera la suivante 

(la) d (au -h bif -^ cw -h...) -h adu -h bdv -+• vdw -*-..., 

et qui peut se déduire directement des équations (5) et (9). 

Les théorèmes et les formules que nous venons d'établir subsistent évidem* 
ment dans le cas même où Ion se bornerait à changer les valeurs de quel- 
ques-unes des variables comprises dans les fonctions données , et où Ion 
remplacerait en conséquence les accroissements totaux et les différentielles 
totales par des accroissements partiels et par des différentielles partielles. 
Ainsi, en particulier, les formules (4), (8) continueront de subsister, si Ion y 
remplace la caractéristique A, qui indique Taccroissement total d'une fonction^ 
par lune des caractéristiques 

A*, A,» A,,..., A,, A„, A^^,.., 

qui indiquent des accroissements partiels relMiis à diverses variables x^jr^ z, . .. 
ou à divers groupes de variables. Pareillement, les formules (5), (9), (la) con- 
tinueront de subsister , si Ton y remplace la caractéristique d qui indique la 
différentielle totale d une fonction par Tune des caractéristiques 

dx^dy^ rf,,..., rf,, d^y d^i-'^ 

qui indiquent des différentielles partielles relatives, soit aux variables x, 
j^, z,. . . , soit à des groupes de variables. Il y a plus : comme une différen- 
tielle partielle relative à une seule variable x se réduit à la dérivée corres- 
pondante, lorsque dx se réduit à lunité, les formules (5), (9), (la) subsiste- 
ront encore, quand on y remplacera la caractéristique d par lune des 
caractéristiques 

L'équation (i), de laquelle nous avons déduit les formules (5), (9) et (la), 
entraine encore une multitude d'autres conséquences dignes de remarque , et 
en particulier celles que nous allons indiquer. 

Supposons que la fonction ^ et sa différentielle ds restent continues, par 
rapport aux variables dont elles dépendent , dans le voisinage du système des 
valeurs particulières attribuées à ces mêmes variables. Concevons d'ailleurs que 
Ton fasse coïncider la variable primitive dont l'accroissement est représenté 
par e , et dont la différentielle est réduite à l'unité , avec l'une des variables 



données, ou avec une variable nouvelle dont toutes les autres soient des fonc- 
tions continues. Non-seulement la différentielle ds sera la limite de laquelle 

s approchera indéfiniment le rapport — , tandis que t s'approchera indéfini- 
ment de la limite zéro ; mais de plus, pour de très-petits modules de < , ce 
rapport différera très-peu de sa limite, en sorte qu on pourra énoncer la pro- 
position suivante. 

3^ Théorème» Si une fonction s de plusieurs variables et sa différentielle 
Hs restent continues dans le voisinage d un système de valeurs attribuées à ces 
variables ; si d ailleurs on fait coïncider la vsuiable primitive , ou avec lune 
de ces variables , ou avec une variable nouvelle dont toutes les autres soient 
fonctions continues; alors, pour des valeurs infiniment petites attribuées à 

laccroissement t de la variable primitive , la différence entre le rapport — et 

la différentielle ds sera infiniment petite. 

Corollaire i®"". Le théorème 4 s'étend au cas même où Taccroissement total 

A^ et la différentielle totale ds seraient remplacés par un accroissement par 

tiel 

As. ou As, ou A^^,... 

m 

ti par la différentielle correspondante 

ds ou ds. ou ds, 

On pourrait d'ailleurs supposer ici les caractéristiques 

relatives chacune à une seule variable x, ouj% ou z,.. . et par conséquent 
réduites aux caractéristiques 

Corollaire a^. Concevons maintenant que les variables , dont s est fonction, 
soient partagées en deux groupes. Indiquons à l'aide de la caractéristique A 
laccroissement total de la fonction s ou d'une fonction de même nature , et à 
laide de la caractéristique A, ou A^^ laccroissement partiel que prend la même 
fonction pour des accroissements infiniment petits attribués aux variables 
comprises dans un seul groupe. Soient en conséquence A^s ou A^^Sy l'ac-rois- 
sèment infijiiment petit de s correspondant à des accroissements infiniment 
petits des variables comprises dans le premier ou dans le second groupe; et A^ 
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raccroissement total de s. Enfin , nommons s^ ce que devient s quand on fait 
croître seulement les variables comprises dans le premier groupe, et s,, ce que 
devient s quand on fait croître toutes les variables à la fois. On aura évidem- 
ment 

et, par suite, la valeur de A.v = s^^ — s sera 

(i3) As = A,s 4- A^J,. 

En divisant par t les deux membres de cette dernière équation, Ion trouvera 

Aj a a* a .y 



Supposons, d ailleurs, que la fonction s et ses deux différentielles partielles 

soient des fonctions continues des diverses variables, dans le voisinage du 
système des valeurs attribuées à ces variables mêmes. Alors, pour des valeurs 

infiniment petites de e, en vertu du corollaire i", le rapport -^ différera 

infiniment peu de rf.y, et le rapport ~^^ de d^^s^. Mais, d'autre part, à l'ac- 
croissement infiniment petit 

s^ ^ s ^^ ùi^S 

de la fonction s correspondra laccroissement 

ds — ds =^ A ds 

de la différentielle d^^s\ et ce dernier accroissement sera encore infiniment 
petit, puisque d^^s sera, par hypothèse, fonction continue de s. Donc le 

A s 

rapport -^^' différera infiniment peu non-seulement de ^i,,^, , mais aussi 

Aed^^s, Donc, dans l'hypothèse admise, si l'on fait converger c vers fa limite 
zéro , les rapports 



:s,s ^„s, 



;■ î 
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convergeront respectivement vers les limites 
et , par suite , la formule 



tiS A.J ^^s, 



entraînera celle-ci 



ds = d^s -f- d^^s. 



En conséquence , on peut énoncer la proposition suivante : 

4® Théorème. Soit s une fonction de diverses variables que nous suppo- 
serons partagées en deux groupes. Soient, de plus, 



u s 



la différentielle partielle de s correspondante au système des variables com- 
prises dans le premier groupe ; 

la différentielle partielle de s correspondante au système des variables com- 
prises dans le second groupe ; et 

ds 

la différentielle totale de s correspondante au système de toutes les variables. 
Si la fonction s et les différentielles partielles 

ds, d^s, 

restent fonctions continues des diverses variables dans le voisinage du sys- 
tème des valeurs attribuées à ces variables mêmes, la différentielle totale 
ds sera la somme des différentielles partielles, en sorte quon aura 



(i4) 



ds = d^s + d^^s. 



Corollaire. Concevons maintenant que la fonction s dépende de plusieurs 
variables partagées en trois groupes , et nommons 

ds, ds, d^s 

les différentielles partielles de s correspondantes à ces trois groupes. Suppo- 
sons, d ailleurs, que la fonction s et ces trois différentielles partielles restent 
fonctions continues des diverses variables , dans le voisinage du système des 
valeurs attribuées à ces variables mêmes. Si Ion considère les deux derniers 



j^ 
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groupes de variables comme n en formant pins qu un seul , la différentielle 
partielle de s correspondante à ce nouveau groupe sera , en vertu du théo- 
rème précédent, représentée par la somme 

et, en vertu du même théorème, il suffira d ajouter cette somme kd^s pour 
obtenir la différentielle totale de s ou ds. On aura donc 

ds = ds -f- d,s -f- d^s. 

Par des raisonnements semblables , on passera aisément du cas où les varia- 
bles sont partagées en trois groupes, au cas où elles sont partagées en quatre 
groupes, etc., et en continuant ainsi on étabhra généralement la proposi- 
tion suivante. 

5® Théorème. Soit s une fonction de plusieui^ variables, que nous sup- 
poserons partagées en divei*s groupes. Soient de plus 

les différentielles partielles de ^, correspondantes au premier, au second, au 
troisième,.... groupe. Enfin, supposons que la fonction s elr chacune de ces 
différentielles restent fonctions continues des diverses variables dans le voi- 
sinage du système des valeurs attribuées à ces variables mêmes. La différen- 
tielle totale ds de la fonction s sera la somme des différentielles partielles 
d^s^ d^^s^ d^s^...^ en sorte quon aura 

(ï5) dly = d^s -4- d^^s -4- d^s -f- . . . . 

Corollaire i^^. Au lieu de déduire le 5* théorème du précédent, on pour- 
rait rétablir directement à Faide des considérations suivantes. Les variables 
que renferme la fonction s étant, comme on vient de le dire, partagées en 
divers groupes , désignons, à laide des caractéristiqu«c 

les accroissements partiels de la fonction s ou d une fonction de même na- 
ture, qui correspondent à des accroissements infiniment petits des valeurs 
des variables comprises dans le premier, le second, le troisième,... groupe. 
Soient encore s^ ce que devient la fonction s en vertu des accroissements attri- 
bués aux variables comprises dans le premiej^ ; s^^ ce que devient la fonction s 
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en vertu des accroissements attribués aux variables comprises dans les deux 
premiers groupes; s^ ce que devient la même fonction, en vertu des accrois- 
sements attribués aux variables comprises dans les trois premiers groupes,... 
et ainsi de suite. On pourra évidemment considérer s^^ comme représentant 
ce que devient s^ en vertu des accroissements attribués aux seules variables 
comprises dans le second groupe ; s^ comme représentant ce que devient s^ 
en vertu des accroissements attribués aux seules variables comprises dans le 
troisième groupe; etc.... On aura donc 

s = s -h à s . 
S = s "h à s • 
cl>(^ • • • , 



et par suite 



s, = s -h à,s. 



ou, ce qui revient au même, 



s, -s = A,f , 

*, -* = A,JH- A„f,, 

eic • • • 



Donc les différences 



^ — -^^ ^. — ^^ ^^ — ^. 



pourront être respectivement représentées par les sommes composées avec 
le premier, ou les deux premiers, ou les trois premiers, . . . termes de la suite 

et la sonmie de tous les termes de cette suite représentera la dernière de 
toutes ces différences qui sera précisément laccroissement total de la fonc- 
tion s correspondant aux accroissements infiniment petits de toutes les va- 
riables. Donc, en nommant A^ cet accroissement total de la fonction s, 



( »7) 
on aura 



A^ = \s -h A,,s^ -h A^^„ -h ... 



Concevons à présent que l'on divise par e les deux membres de la formule 
précédente. On trouvera 



^ ^ ^^ . ^u^i , ^m^u 



• • • j 

t i i i 



puis en attribuant à e une valeur infiniment petite, et supposant que les 
fonctions 

restent fonctions continues des diverses variables dans le voisinage du sys- 
tème de valeurs attribuées à ces variables , on reconnaîtra que les rapports 

V Vf ^m^ 

diffèrent infiniment peu, le premier de d^s;\e deuxième de d^^s^j et, par suite, 
de cf^^s; le troisième de rf^J,,, et, par suite, de d^s^^ ou même derf^^, etc.... 
Donc, en faisant converger e vers la limite zéro, on verra les rapports 

converger respectivement vers les limites 

d,s, d^s, d^Sj...', 



et la formule 



t i t t 

entraînera la suivante 



^__ V _^ ^,^/ , ^m^„ 



fis = d^s -h d^^s -h d^s -+-.... 

Corollaire ti^. Le 5^ théorème continuerait évidemment de subsister si 
chacune des caractéristiques 

dn <> d^,... 

se rapportait à une seule variable. Mais alors, en désignant par x,^, z,. • . 
les diverses variables , on pourrait à ces caractéristiques substituer les sui- 
vantes 

4- 
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et, par suite, la formule (i5) deviendrait 

(i6) ds = djcS -h dyS -h d^s -\- 

§ ni. — Formules générales pour la différentiation des fonctions d'une ou de plusieurs 

variables* 

Les principes établis dans les paragraphes précédents fournissent immé- 
diatement les diverses formules générales qui servent à la différentiation des 
fonctions d une ou de plusieurs variables. Entrons à ce sujet dans quelques 
détails. 

Considérons d abord une fonction s d une seule variable x. Si cette fonc- 
tion est du nombre de celles que Ion nonmie fonctions simples, sa dérivée D^^^ 
devra se déduire, dans chaque cas particulier, de Téquation (6) du § P'', 
c est-à-dire de la formule 

(i) D^^ = lim. ^. 

Cette dérivée étant obtenue, la formule (7) du § I®*", savoir, 

(2) ds = Hjcsdxj 

fournira immédiatement la valeur générale de la différentielle ds. 

Si s est une fonction de fonction de a? , si , par exemple , s est fonction de la 
variable jr^ cette variable étant elle-même fonction de la variable x, alors 
la différentielle ds se trouvera déterminée non plus par l'équation (2), 
mais par le système de deux équations de même forme, savoir, 

(3) ds = DySdjr, djr = Dj^y dx^ 

en sorte qu'on aura 

(4) dif = Dy j Hjcj dx. 

Pareillement, si s était fonction de z, z étant fonction de jr^ et jr fonc- 
tion de ,r, on trouverait successivement 

(5) ds = Dgsdz^ dz = Hyzdjr^ dj = Dj^jdxy 
puis on len conclurait 

(6) ds = DgsDyzDjcjrdx; 
et ainsi de suite. 



Supposons maintenant que s soit non plus une fonction de fonction, 
mais une fonction composée de plusieui^s variables x, ^, z.... Aloi*s, 
en vertu de la formule (i5) du paraprapbe précédent, on aura générale- 
ment 

(7) ds = djcS -f- dyS 4- d^s -h . . . . 
Mais les formules (10) du § I^ donneront 

(8) dxS = Djgsda:^ dyS = Hysdj^ dj^s = D^sdz. . . . 

Donc alors la valeur de la différentielle ds se trouvera déterminée par la 
formule 



• • • • 



(9) ds = Djpsdx ^ DySdjr -f- D^sdz -1- 

Si s était une fonction de plusieurs autres ^ 

qui fussent elles-mêmes fonctions de plusieurs variables indépendantes 

alors, au lieu de la formule (9), on obtiendrait la suivante 

(10) ds = Dusdu -H Dvsdv 4- Hy^^dw -f- . . . , 

et cbacune des différentielles du^ds^j dw^.., se trouverait à son tour déter- 
minée pour une équation semblable à la formule (9) , en sorte qu'on aurait 

du = Hxudx -h ^yudjr -h D^udz 4- ..., 

(11) ^ dif = DjcS^dx H- DyS^djr -1- Dgçdz 4- ..., 

Donc alors , pour obtenir la valeur générale de ds exprimée en fonction des 
variables x, y^ z,. . . et de leurs différentielles dx^ dj^ dz^...y il suffirait de 
substituer dans le second membre de Téquation (10) les valeurs de ^/li , r/t^, 
dwy... fournies parles formules (11). 

Il pourrait arriver que, s étant fonction de 1/, <;, fv,..., chacune des lettres 
Uf\f,Wy... représentât non plus une fonction des variables indépendantes, 
mais une fonction composée d'autres fonctions. Au reste, il est clair que, dans 
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tous les cas, quel que soit le nombre des variables diverses, supposées fonc- 
tions les unes des autres , la différentielle totale de s pourra être déterminée 
par le système de plusieurs équations semblables aux formules (9) , (10), (i i). 
Les formules qui précèdent comprennent, comme cas particuliers , d'autres 
formules générales qu'on en déduirait sans peine. Ainsi , par exemple, conmie 
en désignant par a, b deux constantes arbitraires, on trouve 

/i^ax-h b)= à(ax) = aàx, 

par conséquent 

ùk (ax -4- ^) 

la formule (i) donnera 

D^ (ax -H 6) = a. 

Par suite, si Ton pose 

s = au -h ftp -h cw -h..., 

la formule ( i o) donnera 

ds = adu -I- bd%f -h cdw -h . . ., 
en sorte qu'on aura 

d {au -H ii^ + cw -h . . .) = ^ï^ -+" *^^ -♦" ^^ -*-..- 



On se trouve ainsi ramené immédiatement à ia formule (la) du § II, la- 
quelle comprend comme cas particuliers les formules (5) et ( 9) du même 
paragraphe. 

Supposons maintenant que diverses variables se trouvent liées entre elles 
par une ou plusieurs équations. Les deux membres de chaque équation étant 
égaux , leurs différentielles seront égales , et l'égalité de ces différentielles 
constituera une équation nouvelle. On appelle équations différentielles les 
nouvelles équations que l'on obtient en différentiant les deux membres d^ 
chacune des équations données. Comme une quantité constante est celle qui 
ne varie pas, ou, en d'autres termes, celle qui ne reçoit pas d'accroissement, il 
est clair que la différentielle d'une constante s*évanouit avec son accroissement 
même. Donc lorsqu'une équation offre pour second membre zéro, ou une 
autre constante, il suffit de différentier le premier membre de cette équation 
pour obtenir Téquation différentielle correspondante. 

Les règles qui servent à déterminerla différentielle du premier ordre d'une 
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fonction quelconque peuvent encore évidemment servir à déterminer la dif- 
férentielle de cette différentielle ou la différentielle du second ordre, et gé- 
néralement les différentielles des divers ordres. Pareillement, étant données # 
une ou plusieurs équations entre diverses variables, on pourra tirer parti 
des règles dont il sagit pour différentier plusieurs fois de suite chaque 
équation , et pour obtenir ainsi ce qu on appelle des équations différentielles 
de divers ordres. 

Dans le paragraphe qui va suivre, nous ferons connaître diverses propriétés 
remarquables des différentielles et des fonctions dérivées d*un ordre quel- 
conque. 

§ rV. — Propriétés des différentielles et des fonctions dérivées des divers ordres. 

AUX théorèmes et aux formules que nous avons établis dans les paragra- 
phes précédents , il est utile de joindre la démonstration de quelques pro- 
priétés générales des différentielles des divers ordres. L'une de ces propriétés 
appartient à la fois aux accroissements des fonctions, à leurs différen- 
tielles et à leurs dérivées. Elle consiste en ce qu on peut intervertir arbitrai- 
rement Tordre dans lequel se succèdent deux ou plusieurs opérations, dont 
chacune est exprimée ou par Tune des caractéristiques 

^ï \^ à„y A^, . .., A^, A^, A,,..., 

qui servent à indiquer des accroissements totaux ou partiels, ou par lune 
des caractéristiques 

qui servent à indiquer des différentielles totales ou partieUes , ou même par 
lune des caractéristiques 

^-'jrj *-Vî ^-'zi • • • » 

qui servent à indiquer des dérivées partielles, sans altérer en aucune manière 
le résultat définitif de ces opérations diverses. Pour établir cette proposition , 
il suffit évidenmient de faire voir que Ton pourra toujours, sans inconvénient, 
échanger entre elles deux de ces caractéristiques, écrites à la suite lune de 
Fautre. U y a plus : on pourra se borner à considérer le cas où les deux 
caractéristiques seraient dissemblables , la proposition étant évidente dans le 
cas contraire. 

Or, supposons que , la lettre s désignant une fonction de plusieurs variables 
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x^ j^ z,. . . , on nomme ç un accroissement partiel ou même total de cette 
fonction. On aura , en vertu des formules (4) et (5) du § Il , 

A(j -f- ç) = Aj -f- Aç, 
d{s -^ ç) = ds + dç. 



Donc , à un accroissement quelconque de s^ représenté par ç , correspondront 
un accroissement de As représenté par Aç, et un accroissement de la diffé- 
rentielle ds représenté par dç. Ce n est pas tout : comme les formules (4) et (5) 
du § Il continuent de subsister, dans le cas même où Ton y remplace la carac- 
téristique A par Tune des caractéristiques 

et la caractéristique d par Tune des caractéristiques 

ou même par Tune des caractéristiques 

on peut affirmer qu'à Taccroissement ç de la fonction s correspondront les 
accroissements 

A ç, A„ç, A^ç, . . ., A^ç, A^ç, A^ç,... 
des expressions 

et les accroissements 

des expressions 

d,Sy d^^s.d^s,..., d^s, dyS.d^^s^, .., D^^^, D^^, D^j, .... 

Cela posé , concevons que les accroissements correspondants dont il s'agit se 
réduisent à ceux que Ton indique par Tune des caractéristiques 

A, A,, A,,, A^,..., A,, A^, A,,.... 
On conclura immédiatement de ce qui précède que Ion peut sans inconvé- 
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nient échanger entre elles deux de ces caractéristiques, ou échanger Tune 
d elles avec lune des suivantes 

Ainsi, par exemple, de ce qu'à Faccroissement ç de^, correspond Faccroisse- 
ment A, ç de A, ^ , on conclura qu en posant 

on doit avoir 

On aura donc par suite 

(i) A, A,,^ == A,, A,^. 

Pareillement , de ce qu a Faccroissement qàes correspond Faccroissement e/ ç 
de d^s^ on conclura qu'en posant 

on doit avoir 

On aura donc par suite 

(a) dts.,,s = ii,^ds. 

On pourra d'ailleurs remplacer, dans les formules ( i ) e t (2), les caractéristiques 
A, , A^, par deux quelconques des caractéristiques 

et la caractéristique d^ par Fune quelconque des caractéristiques 

Concevons maintenant que Fon divise les deux membres de la formule (2) 
par Faccroissement t de la variable prinodtive. On trouvera 

t ~ i » 

ou , ce qui revient au même , eu égard à la formule (9) , 

. A^* _ Vif 
"' "T ~" i ' 
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puis, en faisant converger vers la limite zéro l'accroissement ( et les accroisse* 
ments correspondants des variables comprises dans le groupe auquel se rap- 
porte la caractéristique A^,, on verra les rapports 






converger respectivement vers les limites 

Donc, en passant aux limites , on trouvera 

(3) d,d„s = d„d,s. 

Ajoutons que, si la caractéristique d^^ indique une différentielle partielle 
relative à une seule variable, et se réduit par exemple à c/^, on pourra aussi 
la réduire àD^ en prenant dx pour unité. Cela posé, comme la formule (a) 
continue de subsister quand on y remplace la caractéristique A,, par Tune 
quelconque des suivantes 

A, A,, A„, A^,. .., A,, A^, A^,..., 

et la caractéristique d^ par lune quelconque des suivantes 

^> ", ? "//> ^m^ • • • ? ^Xl ^î "*J • • • J "«> Vr> *^*> • • 'J 

il est clair que la formule (3) continuera de subsister si Ion y remplace les 
caractéristiques d^ , d^ par deux quelconques des caractéristiques 

En résumé, les formules (i), (a), (3) et autres semblables entraînent ia 
proposition suivante. 

i" Théorème. Supposons qu'une fonction s de plusieurs variables soit 
successivement soumise à diverses opérations dont chacune, ayant pour but 
de fournir un accroissement total ou partiel , une différentieUe totale ou par* 
tielle , ou même une dérivée partielle , se trouve indiquée par Tune des carac- 
téristiques 

*^x j "j > ^z > • • • • 
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L^expression qui résultera de ces opérations diverses offrira une valeur indé- 
pendante de Tordre dans lequel se succéderont ces mêmes opérations, et par 
conséquent les caractéristiques qui serviront à les indiquer. On pourra donc, 
sans altérer cette valeur, intervertir arbitrairement Tordre dans lequel les 
diverses lettres caractéristiques se trouveront rangées, comme si le système 
de ces lettres, écrites à la suite les unes des autres, représentait un véritable 
produit. 

Corollaire i**". Il suit des formules (8) et (9) du § II, que le théorème 3 
doit être étendu au cas même où Tune des caractéristiques, cessant d'indiquer 
un accroissement ou une différentielle, représenterait un coefficient con- 
stant. 

Corollaire a®. Le 3* théorème, et même Téquation (i5), comprennent 
comme cas particulier la formule 

(4) à^àyS = dyd^s, 
de laquelle on tire immédiatement la suivante 

(5) D^HyS = D^D^s, 

en considérant les variables x^jr comme indépendantes et réduisant les diffé- 
rentielles dx ou djr de chacune d elles à Tunité. Au reste , la formule (5) pour- 
rait être démontrée directement comme il suit : 

Corollaire y^. Concevonsque,^étant une fonction de deux variables j:,^, 
on attribue à ces variables des accroissements infiniment petits 

A Jtr = a , A;^ =r g , 
indépendants Tun de Tautre et de ces variables mêmes. On aura d abord 

et par suite 
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OU , ce qui revient au même, eu égard à la formule (8) du § II , 



^-^A¥)' 



puis on en conclura, en faisant converger a = Aor vers la limite zéro, 

D^A^^ = ÛLyDjgS. 

S.. 
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Si maintenant on divise par ê les deux membres de la dernière équation, Ion 
trouvera 

OU, ce qui revient au même , eu égard à la formule (9) du § II, 

puis on en conclura , en faisant converger ê = A^ ^ vers la limite zéro , 

D^ï>y.s = Dj. D;c s. 

§ V. — Sur l'analyse des caractéristiques. 

Les lettres que i on emploie dans la haute analyse sont de deux espèces. 
Les unes servent à représenter des quantités constantes ou variables , ou des 
expressions imaginaires ; les autres à indiquer des opérations diverses, et dans 
ce dernier cas elles se nomment ordinairement caractéristiques. Ici en particu* 
lier nous désignerons sous le nom de caractéristiques diJjférentieUesXe^ lettres 

A, \, A,,, A^,..., A,, Ay, A^,..., 

employées dans les paragraphes précédents pour représenter diverses opé- 
rations dont chacune a pour but de fournir un accroissement total ou par- 
tiel , une différentielle totale ou partielle , ou bien encore une dérivée partielle 
d une fonction donnée. De telles opérations peuvent se succéder les unes aux 
autres en nombre quelconque, et nous avons déjà observé qu alors le ré- 
sultat définitif est indépendant de Tordre dans lequel ces opérations s'effec- 
tuent , par conséquent de Tordre dans lequel sont rangées les caractéristiques 
qui les indiquent. Or, de même qu'il est souvent utile de remplacer par une 
seule lettre une expression composée qui renfermait plusieurs lettres propres 
à représenter certaines quantités constantes ou variables, de même, pour sim- 
plifier les calculs, il peut être souvent utile de remplacer, soit par une seule 
lettre, soit du moins par un seul signe ou caractère spécial, le système de 
plusieurs opérations indiquées par diverses caractéristiques. Nous ajouterons 
qu'il paraît convenable d affecter à cet emploi un caractère nouveau plutôt 
qu une lettre, afin de ne pas augmenter le nombre de celles qui ont été enlevées 
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àTanalyse algébrique, et qui représentent, dans la haute analyse , non de 
simples quantités, mais des opérations de diverses natures. C est pour ce mo- 
tif que divers auteurs, entre autres MM. Laplace et Brissou, ont employé , 
dans des cas semblables, deux caractères empruntés à la géométrie, savoir, 
le triangle et le carré, en ayant soin de renverser le triangle , de manière qu'il 
ne puisse être confondu avec un A. Nous suivrons ici cet exemple , comme 
nous lavons déjà fait en diverses circonstances; et nous représenterons en 
particulier par lun des caractères 



V V V V V 



>^ 



le 'système de plusieurs opérations qu'indiqueraient, si elles étaient écrites 
à la suite Tune de l'autre , deux ou plusieurs des caractéristiques ci-dessus 
mentionnées 

^> \^ \» Ky""> ^:t, Ar, A^,..., 

Cela posé , si , pour fixer les idées , on prend 

(i) V = D,D^, 

on aura, en nommant s une fonction quelconque de x, ^, 

(a) V5 = D^D^j. 

Pareillement si Ton prend 

(3) V=d^d^d,, 

on aura 

(4) Vs = d^dyd^s; 

etc.... D'ailleurs, suivant l'observation ci-dessus rappelée, on pourra, dans les 
formules (a), (4) , etc. , et par suite aussi dans les formules (i), (3), etc., in- 
tervertir arbitrairement l'ordre dans lequel seront rangées les diverses carac- 
téristiques, comme si les expressions 

D^D^, dxd^djfj etc.. 
étaient de véritables produits. Pour conserver le souvenir de cette analogie , 
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nous appellerons les expressions 

D^Dy, djpdydj,y etc., 

et autres semblables, des produits de caractéristiques. Les facteurs de ces 
produits seront les caractéristiques elles-mêmes que Ton pourra échanger 
entre elles dans chaque produit, en sorte qu on aura par exemple , en vertu 
de la formule (i), 

en vertu de la formule (3) , 

V = djgdydg = dyd^djc = d^d^dy 
= djcdgdy = dgdyd;^ = dyd^d^^ 

etc. ... Il suit d^ailleurs de ce qui a été dit dans le 2* paragraphe (3*^ théorème , 
corollaire i^'), que Ton peut sans inconvénient, dans de semblables produits , 
et par conséquent dans les expressions que représenteront les notations 

remplacer une ou plusieurs caractéristiques par des coefficients constants. 

Supposons maintenant qu'il s'agisse de combiner entre elles, par voie 
d addition , plusieurs expressions de la forme 

V.y, y ,s ^ V^^.f,.... 
Le résultat de cette addition sera la somme 

Mais , pour simplifier tes notations , nous nous bornerons à écrire une seule 
fois la lettre ^ à la suite de lexpression 

et en conséquence nous conviendrons de représenter la somme dont il s^agit 

par la formule 

(V-h V, 4- V^+...)^. 

Cette convention nouvelle fournit un moyen d abréger les formules. Elle per- 
met, par exemple, de réduire Téquation (2a) du § II, savoir, 

(5) ds^=djgS -h dyS -+- d,s -h.... 
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à la forme plus simple 

(6) c&= (rf^-hrfj-f-rf, ^-...) ^. * 

Il y a plus : la formule (6) devant subsister quelle que soit la fonction repré- 
sentée par la lettre j, on l'abrégera encore en effaçant cette lettre, et alors 
on trouvera 

(7) d=d:g'i-dy,'h dg-h .... 
Les expressions de la forme 

e/, -h ^ -t- rf, 4- ... , 
ou plus généralement de la forme 

V -h V, -h V„H-..., 

devront être naturellement appelées des sommes de caractéristiques. Lors- 
qu'une semblable somme se réduit d elle-même, comme on le voit dans la 
formule (7), à une seule caractéristique, on peut profiter de cette réduction 
pour simplifier le calcul. Dans le cas contraire, on parvient au même but en 
se servant d*un caractère nouveau pour représenter une telle sonmae. Nous 
supposerons ici que Ion affecte à cet emploi l'un des caractères 

Gela posé , lorsque nous prendrons pour exemple 

(8) D= V-f. V, H- V,,-f-..., 

la formule (8) sera une formide symbolique dont nous nous servirons pour 
exprimer que le sens de la notation D*^ se trouvera défini, queUe que soit la 
fonction s , par Féquation 

(9) a^ = v^ H- v^s 4- v,^s -h.... 

Les nouveaux caractères 
destinés à représenter ou des produits formés avec les caïuctéristiques 



( 4o ) 

simples 

ou des sommes de semblables produits, sont ce que nous pouvons appeler des 
caractéristiques composées. Les propriétés de ces nouveUes caractéristiques se 
déduisent aisément des principes établis dans les précédents paragraphes. 
Ainsi, en particulier, puisque les formules (4), (5) du § I*' s'étendent au cas 
même où Ton remplace les accroissements totaux par des accroissements par- 
tiels, ou les différentielles totales par des différentielles partielles, il est clair 
qu en désignant par w, i^, «/,... des fonctions quelconques, on aura non-seu- 
lement 

d^ (u -h- \f -h w -h...) = d^u -+- d^v -f- d^w -f-.., 

d,Xu + s> -^w 4-...) = d^ju + d,y-\- d^fv -h..., 

mais encore 

= d^d^^u 4- d^d^v 4- d^dw 4-..., 
et que Ton trouvera généralement de la même manière 

(lo) d,d,^d„,..{u'hi^'hW'^...) = d^d,^d„..M^^dd,^d^...^^'^d^^^^^ 

Il y a plus : on pourra , dans la dernière équation , remplacer chacune des 
caractéristiques par lune quelconque des caractéristiques simples dont nous 
nous servons pour indiquer des accroissements , des différentielles ou des dé- 
rivées ; ou même par un coefficient constant. Donc , dans la formule (lo) on 
pourra au produit d^d^d^.., substituer l'un quelconque de ceux que peut re- 
présenter la caractéristique composée V , et l'on aura généralement 

(il) V(w4- 1^4- W4-...) = Vtt4- Vp4- ViV4-.... 

Ce n'est pas tout ; comme , en vertu des conventions adoptées , on aura géné- 
ralement 

(1.2) (V 4- V, 4- V„4-...)^ = V^-+-V,J4-V,,^4-..., 

il est clair que si l'on pose 

(i3) f = w 4- p 4- tv 4-..., 
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on tirera des formules (i i) et (i îï) 

-i-Vp -f-V^v -hV^^i' -f-... 

ou , ce qui revient au même, eu égard à la formule (i^) y 

(V-^V,-hV,^...)^ = (V + V,-hV,, + ...)w 

-h(V-hV,-f-V,,-f-...)i^ 

H- etc. 
Donc , en supposant pour abréger 

on aura 

(i4) os = Du -h ni^-f-Dw-i-..., 

ou , en d autres termes , 

(i5) n(« 4- p-f-iv -f-...) = n« -HDi^-H nw-f-.... 

Les formules ( 1 1 ) et ( 1 5 ) , qui sont semblables aux formules (4) , (5 ) du § II ^ 
entraîneront évidemment la proposition suivante. 

I*' Théorème. Le résultat que produit Fapplication d'une caractéristique 
simple ou composée à la somme de plusieurs termes ne diffère pas de celui 
quon obtiendrait en appliquant successivement la même caractéristique 
aux divers termes dont il s'agir 

Supposons maintenant qu'à une expression de la forme 



on veuille appliquer une nouvelle caractéristique composée V]^, Il est clair 
que^ dans l'expression nouvelle 

ainsi obtenue y la partie indépendante de s, savoir, 

V V , 

représentera tout à la fois un produit de caractéristiques simples et ce qu'on 
peut appeler \e produit des caractéristiques composées V,, V^. Or, Tordre dans 

Ex. d'An, et de Ph. niaih., T. 111. (26* Utt.) 6 
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lequel se succèdent les facteurs du premier produit pouvant être interverti 
arbitrairement y il en résulte que^ dans le second produit , on pourra échan- 
ger entre elles les caractéristiques composées V,, V,^. On aura donc généra- 
lement 



(i6) V„V,s = V,V^s. 

II y a plus : si Ion pose 

et 

on trouvera non-seulement 

mais encore , eu égard à la formule (14)9 

D autre part, eu égard à la formule (9), on aura 

Donc on trouvera définitivement 

(17) { ^V'^Vs-h-VV^s-^VV^s-^'. . 

-h etc.. 

On trouvera de même 

(18) l + VV"J + V V^'s -h V, V"5 -H... 



Donc, eu égard à la formule (16), on aura généralement 

(19) nfDs = DD'^. 

Les formules (16), (18), qui sont semblables aux formules (13)9 (i4)9(i5)du 
§ I^y entraînent évidemment la proposition suivante. 
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^^ Théorème. Le résultat que produit Tapplication simultanée de deux 
caractéristiques différentielles , simples ou composées, à une fonction quel- 
conque s^ est indépendant de Tordre dans lequel se trouvent rangées ces 
mêmes caractéristiques. 

Corollaire. Si Tqp efface la lettre s dans les deux membres de la formule 
(19), on obtiendra la suivante / 

En vertu de cette dernière, lexpression n' D, qui représente le produit de 
deux caractéristiques composées, sera, comme tout produit de deux fac- 
teurs, indépendant de Tordre dans lequel ces mêmes facteurs se trouveront 
écrits. 

Concevons maintenant que Ton applique simultanément à une fonction 
quelconque s diverses caractéristiques simples ou composées. On pourra, 
sans altérer la valeur de lexpression ainsi obtenue , échanger entre elles deux 
quelconques de ces caractéristiques, et, à Taide de semblables échanges plu- 
sieurs fois répétés, on pourra évidemment amener à la première , à la se- 
conde, à la troisième place,... telle caractéristique que Ton voudra. Donc, l'ex- 
pression obtenue offrira une valeur indépendante de Tordre dans lequel on 
rangera les diverses caractéristiques, et Ton pourra énoncer la proposition 
suivante. 

3® Théorème. Le résultat que produit l'application simultanée de plusieurs 
caractéristiques différentielles, simples ou composées, à une fonction quel- 
conque j, offre une valeur indépendante de Tordre dans lequel ces mêmes 
<:aractéristiques se trouvent rangées. 

Corollaire. En vertu du 4* théorème, une expression de la forme 

offrira toujours une valeur indépendante de Tordre dans lequel se succéde- 
ront les caractéristiques D» D,, D,, vî et par suite \e produit de ces caracté- 
ristiques , c est-à-dire l'expression 

sera, comme un produit de quautités véritables, indépendant de Tordre dans 
lequel ses divers facteurs se trouveront écrits. 

Lorsqu'on efface la lettre s dans les deux membres de la formule (18), 

6. 
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celte formule, qui suppose 

a = V -i- V, -h v^ +..., cr = V' 4- v' -h. .., 

se réduit simplement à 

aa = vv + v^ v -h v„ v 4-. .-. 



Oo aura donc géuéralemeut 

{'11) (V -^ V^ + V,,+...) (V' + V"+...) = VV'+ V,V'4-V„V'4-.. 

4. vV-h V^V'-f- V„V"4-.., 

4-... 
non-seulemeut lorsque les lettres 

représenteront des quantités véritables, mais aussi lorsqu'elles représente- 
ront des produits de caractéristiques. Au reste , la formule (no) est une con-^ 
séquence immédiate des deux formules 

qui se tirent immédiatement, la première de Téquation (12), la seconde 
des formules (i 1), (12), et qui se réduisent, quand on efface la lettre s^ aux 
deux suivantes 

faa^ j (V + V, + V„ + . . .) V = V V + V, V + 7„ V -!- .. ., 
^ ^ ( V'(V +V, + V„ + ...) = V'V-i- V'V -t-V'V -!. .. 

Observons d'ailleurs qu'une expression de la forme 



n,+ D, + a„ + 



• 7 



se réduisant, en dernière analyse, à une somme de produits de caractéris- 
tiques simples, n'offre rien de plus général qu une expression de la forme 

V + V, -h V,, 4- 

Cela posé , comme les produits de caractéristiques simples renfeimés dans le 
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développement de Texpression 

(D + D, + D„ 4- •• •) (a' -(- D" + . . . ) 

seront précisément ceux qu'on obtiendra en développant les expressions di- 
verses 

00*, D, D', □„n',..., 
n D", D, D", n„ D", . . . , 

il est clair que la formule (ai) entraînera encore la suivante 

(a3) (D + D, + D„ + ..-)(n' + n" + •••) = nn' + n,n'-)-n„n'+... 

niii"-(-a,n"-+-n„n''' 



• • • 



En conséquence , on pourra énoncer la proposition suivante : 

4* Théorème. Si Ton multiplie Tune par lautre deux sommes de caracté- 
ristiques différentielles simples ou composées, le produit de ces deux sommes 
sera la somme des produits partiels qu on obtiendra en multipliant successi* 
vement les divers termes de la première somme par les divers termes de la 
seconde. Il se calculera donc de la même manière que si les divers termes 
compris dans les deux sommes représentaient de véritables quantités. 

Corollaire. Après s être servi du théorème précédent pour obtenir le pro- 
duit de deux sommes de caractéristiques multipliées lune par lautre, on 
peut s'en servir encore pour obtenir des résultats auxquels on parviendrait 
en multipliant d*abord ce produit par une troisième somme, puis le produit 
des trois sommes par une quatrième, et ainsi de suite. En opérant de cette ma- 
nière , on obtiendra successivement diverses formules qui seront toutes four- 
nies par le théorème suivant. 

5"" Théorème. Si Ton multiplie lune par l'autre plusieurs sommes de carac- 
téristiques différentielles simples ou composées, le produit de ces sommes 
sera la Somme des produits partiels qu on pourra former en multipliant un 
terme quelconque de la première somme , par un terme quelconque de la 
seconde , par un terme quelconque de la troisième , etc. Le produit cherché 
pourra donc se calculer, comme si les divers termes des sommes proposées 
représentaient de véritables quantités. 

Corollaire i^. Si les différentes sommes, étant au nombre de /i, deve- 
naient toutes pareilles lune à lautre, le 5^ théorème fournirait le dévelop- 
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pement d une expression de la forme 

Si chaque somme renferme deux termes seulement , l'expression dont il s'agit 
sera réduite à 

et l'on trouvera 

l 1 • 2 

On peut aisément , de cette dernière formule , déduire , connue on va le voir, 
diverses formules générales que présentent le calcul des différences finies et 
le calcul différentiel. 

Corollaire i**". Soient s une fonction de :r , et Aj l'accroissement de s cor- 
respondant à l'accroissement Ùlx de la variable x. Posons d'ailleurs 

(aS) a=i-f-A, 

en sorte qu'on ait 

(26) n^ = j+ aj. 

La notation 

US 

représentera évidemment ce que devient s quand on fait croître x de Aar ; et 
par suite les notations 

Us, n^^, n^A^ . . ., 

représenteront ce que devient s quand on fait croître une ou plusieurs fois 
de suite x de Aa? , c'est-à-dire , en d'autres termes , quand on attribue à x 
les accroissements 

t^x y 2 Ao: , 3 A:r , 

Donc , en général , Q" s sera ce que devient s quand on fait croître x àen Ax. 
D'ailleurs, on tirera de la formule (2 5) non-seulement 
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A - :: 


- I, 


mais aussi 


1 






D« = (i-I-A)«, 


A» = (D - 0", 
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et par suite , eu égfard à la formule (24) 9 

(a8) D" = I -h Y A 4- ''-^^^-^ A' -h ... 4- A^ 



(29) A" = n" - - D*^* -h "tSm^l □»-» 



-f- I 



On aura donc 

(3o) D"J = f -t- -A^-f- "^"~'^ A*J +■■■ + A"f, 

et 

Corollaire ^^. Supposons maintenant que s représente une fonction de 
deux variables Xjjr. On aura généralement 

(3^) ds =z djcS -^ dySy 

ou , ce qui revient au même , 

^ =z= (rfj. -h dy)s. 

En effaçant s dans les deux membres de cette dernière formule, on trouvera 

(33) d = d,-rd,, 

et par suite 

puis on en conclura, eu égard à la formule (a4) , 

(34) rf" = r/î+- ^r' + i.(^iii] rfr' rf? + . .. + rf;. 

On aura donc généralement 

(35) d''s = dls + - dT' d^s + ^liLlZii rfr* rf? * + . . . 4- rfp j. 

Corollaire 3*. Supposons 

(36) ^ = Wi;, 

1^ et p étant des fonctions quelconques d autres variables qui peuvent n être 
que les mêmes dans u et dans v. Désignons, à Faide de la caractéristique df, , 
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une différentiation partielle opérée comme si u seul variait , et à Taide de la 
caractéristique d^^ une différentiation partielle opérée comme si s^ seul variait. 
On aura 

(37) ds = d^s = d^^ 5, 

ou, ce qui revient au même, 

ds = {d, -4- d,^)s. 

En effaçant s dans les deux membres de cette dernière formule , on trouvera 

d = d,-^ <, 
vi par suite 

d" = [d, + <)«, 

puis on en conclura, eu égard à la formule (u4)) 

(38; d" = W; h - dr' d„ + .'illZH! d^r* dl-h...-h dl 

f l f " 1.2'" 

On aura donc généralement 

(39) J" ^ = r/> 4- y dr' < s + ^i-^ '^ t/;-» dls^,,.-h df. s. 

D'autre part, en faisant varier dans s le seul factem* 1^, on tirera successive- 
ment de la formule (36) 

d^s = ç d^ u, d'^ s = i^d^ Uy d^s = vdj u, etc. , 

et {jéncnilcment 

(40) d'^s = i^d\uy 

l étant un nombre entier quelconque ; puis, en faisant varier le seul facteur v^ 
on tirera successivement de la formule (4o} 

et yénéralement 
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U y a plus 9 comme on aura ideutiquement 

la formule (4i) pourra être réduite à 

(4a) d': d\ s^d"^ V. d' u. 

DoDC.y en remplaçant s par le produit uv dans Téquation (39), on trouvera 

(43) rf" [us>) = i. ^"i/^- ^ rft/rf"-* u ^- ^^f^£^ d^ ^d""' H -}-...+ u d" iK 

La démonstration que nous venons de donner de la formule (43) semble , 
au premier abord, n être applicable qu au cas où les variables desquelles dé-^ 
pend le facteurii sont distinctes des variables desquelles dépend le facteur i^; 
en sorte que les caractéristiques d^ , d^^ indiquent des différentiations rela- 
tives à deux groupes de variables distincts Fun de lautre. Toutefois la for- 
mule (43) s'étend au cas même où plusieurs variables 



^,J, z 



y • 



seraient communes aux deux groupes; et, pour rendre notre démonstration 
applicable à ce dernier cas, il suffit de concevoir que Ion range, parmi les 
opérations indiquées à Taide de la caractéristique d^ , les différentiations rela- 
tives aux a: ,^, z , . . . qui se trouvent compris dans le facteur u ou qui en pro- 
viennent, et, parmi les opérations indiquées à laide de la caractéristique d^^ 
les différentiations relatives aux ^,^, z, .. . qui se trouvent compris dan^ le 
facteur p ou qui en proviennent. 

Dans le cas particulier où u est fonction d une seule variable x, et i^ fonc- 
tion d une seule variable^, Téquation (43) peut être déduite directement de 
Téquation (35). 
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MÉMOIRE 



sva LE 



CALCUL DES VARIATIONS 



^RKUMiSAiAKS. -^ ConsUléraiions générales. 

Les premiers géomètres qui se sont occupés des problèmes dont les solu- 
tions se tirent aujourd'hui du calcul des variations, ont été conduits à exa- 
miner ce qui se passe quand on fait varier infiniment peu , non-seulement 
diverses quantités, et les fonctions qui en dépendent, mais encore les formes 
mêmes de ces fonctions. Ainsi , en particulier, dans le bel ouvrage qui a pour 
titre : Methodus itwenietidi Uneas curvas maximi minimise proprietate gau- 
dentés j Euler a considéré les accroissements infiniment petits que prennent 
diverses fonctions d une abscisse variable , par exemple, lordonnée d'une 
courbe et les dérivées de cette ordonnée, quand le point avec lequel coïncide 
l'extrémité de Tordonnée se trouve remplacé, non pai* un second point de la 
même courbe, très-voisin du premier et correspondant à une nouvelle 
abscisse , mais par un point correspondant à la même abscisse et situé sur une 
seconde courbe très-voisine de la première. Ces accroissements infiniment 
petits dune nouvelle espèce, distincts, sous un certain point de vue, de ceux 
que licibnitz avait désignés sous le nom de différentielles j devaient être natu- 
rellement considérés comme le résultat d un nouveau genre de différentiation. 
Aussi ont-ils été nommés par Euler des différentielles dun nouveau genre 
yMethodus^ p. 27). Euler a d'ailleurs reconnu combien il importait de ne pas 
représenter simultanément, à laide de la même notation, les nouvelles dif- 
férentielles et les différentielles ordinaires, avec lesquelles on pourrait aisé- 
ment les confondre ; et , pour éviter cette confusion , il a imaginé d exprimer 
les différentielles ordinaires, considérées comme des accroissements infini- 
ment petits, à Taide de valeurs consécutives des variables et des fonctions. 
Il eût été plus simple de représenter, à laide dune nouvelle notation, les 
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nouvelles différentielles; et, si Euler eût pris ce dernier parti, il serait immé- 
diatement arrivé au calcul des variations de QOtre illustre Lagrange. 

En réalité , les variations de Lagrange étaient primitivement ce que de- 
viennent les différentielles de Leibnitz, c'est-à-dire les accroissements infi- 
niment petits des variables et des fonctions, quand on suppose ces accroisse- 
ments produits non-seulement par le changement de valeur des variables, 
mais aussi parle changement de forme des fonctions diverses. Mais, après 
avoir cherché à écarter du calcul différentiel la notion des quantités infi- 
niment petites , Lagrange ne pouvait vouloir la conserver dans le calcul des 
variations. Aussi, dans la Théorie des fonctions analytiques, les variations se 
présentent-elles, non plus comme des accroissements infiniment petits simul- 
tanément attribués aux variables ou fonctions proposées, mais comme des 
dérivées relatives à une nouvelle variable généralement distincte de toutes les 
autres. 

Euler^ qui a lui-même accueilli avec empressement le calcul des varia- 
tions, considérait les variations non comme des dérivées, mais comme des 
différentielles relatives à une nouvelle variable indépendante qui peut être 
censée représenter le temps. 

Sans exclure ce point de vue , nous donnerons pour les variations une dé- 
finition analogue à celle que nous avons donnée pour les différentielles dans 
le précédent Mémoire; et, lorsque plusieurs quantités et fonctions pourront 
changer simultanément de valeurs et déforme, leurs variations seront, 
pour nous , de nouvelles variables et de nouvelles fonctions dont les rappoHs 
seront égaux aux limites des rapports entre les accroissements infiniment 
petits des variables et des fonctions proposées. 

Cette définition , que j ai proposée aux géomètres dans le Mémoire sur les 
méthodes analytiques [voir le Recueil publié à Milan, et intitulé : Biblio- 
theca italiana]^ peut être simplifiée par la considération dune variable 
dont la variation serait lunité , et être ainsi réduite aux termes suivants : 

La variation d'une variable ou fonction quelconque est la limite du rap- 
port entre les accroissements infiniment petits que peuvent acquérir simula 
tanément la variable ou la fonction dont il s'agit et une variable nouvelle 
dont la variation serait prise pour unité. 

En vertu de cette dernière définition, les variations se réduisent à des dif- 
férentielles prises par rapport à une nouvelle variable, comme le voulait 
Euler. Seulement ces différentielles, au lieu d'être ou des quantités infini- 
ment petites, ou de véritables zéros, offrent des valeurs finies. 
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§ 1^'. — Définitions, Notations. 

Comme je Tai rappelé dans le précédent Mémoire, les diffërentieUés de 
plusieurs quantités variables dépendantes ou indépendantes les unes des 
autres peuvent être définies de nouvelles quantités dont les rapports sont 
égaux aux limites des rapports entre les accroissements simultanés et infi- 
niment petits des variables proposées. 

On peut donner, pour les variations des quantités et des fonctions, une 
définition analogue, comprise dans les termes suivants : 

Lorsque plusieurs quantités et fonctions changent simultanément de va- 
leurs et déformes, leurs variations se réduisent à de nous^elles quantités et 
à de nouvelles fonctions dont les rapports sont égaux aux limites des rap- 
ports entre les accroissements infiniment petits et correspondants des quan- 
tités et des fonctions proposées. 

Ces définitions, que j'ai données dans le Mémoire sur les métltodes ana- 
lytiques, mettent en évidence lanalogie qui existe entre le calcul différen- 
tiel et le' calcul des variations. Lorsque les formes des fonctions proposées 
ne varient pas, les variations des diverses quantités que Ton considère se 
réduisent simplement àJeurs différentielles. 

Pour étendre les définitions précédentes au cas où les variables devien- 
draient imaginaires, il suffirait d*y remplacer le mot quantité 'pdiV ceux-ci 
expressions imaginaires, attendu qu alors les variations elles-mêmes cesse- 
raient généralement d être réelles. 

Nous indiquerons, suivant Tusage, les accroissements simultanés, finis ou 
infiniment petits, des variables ou fonctions proposées, à laide de la carac- 
téristique A , et leurs variations à laide de la caractéristique (?. En consé- 
quence, si Ton nomme 



X 



ces variables ou fonctions, leurs accroissements simultanés, finis on infini- 
ment petits, seront 

Ajr, Aj^, Az,..., Aw, Ai', Atv, ..., 

tandis que les notations 

ixy oy, C?Z,..,, C?W, C?!', oV,..- 

représenteront leurs variations, c est-à-dire des variables ou des fonctions 
nouvelles dont les rapports seront égaux aux limites des rapports entre les 
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accroissements infiniment petits 

Aa:, A/", Az,..., Aw, At', Aw, .... 

On peut concevoir qne les accroissements infiniment petits 

Ax, A^, Az,..., Aw, A^^, Aw, •.., 

des variables ou fonctions proposées 

correspondent à 1 accroissement infiniment petit At dune seule variable 
indépendante t^ comprise ou non comprise parmi les variables données , et 
qui sera censée, si l'on veut, représenter le temps. Cela posé, soit s une 
variable ou fonction distincte de t. En vertu des définitions adoptées, le 
rapport entre les variations &Sy &t sera la limite du rapport entre les accrois- 
sements infiniment petits Aj, A^ , en sorte qu on aura 



et^par suite 



■5- = lim. --> 



&s = &t lim. --• 

Ckt 



Il importe d'observer que les variations de plusieurs quantités ne se trou- 
vent pas complètement déterminées par la définition que nous en avons 
donnée. Cette définition , lors même que toutes les quantités proposées se 
réduisent à des fonctions d une seule variable indépendante , fournit seule- 
ment le rapport entre la variation &s d une variable ou fonction quelconque Sy 
et la variation &t de la variable indépendante t. Mais cette dernière varia- 
tion ^t demeure entièrement arbitraire. 

Lorsque Ton compare, comme on vient de le faire, les variations de 
toutes les variables ou fonctions proposées à la variation d'une^ seule variable 
indépendante ^, un moyen de simplifier les calculs est de réduire cette va- 
riation qui reste arbitraire à Tunité. Ajoutons que , si 1 on pose 

A^ = c, 

rien n empêchera de considérer Faccroisseraent t de la variable indépen- 
dante t comme une nouvelle variable indépendante. C'est ce que nous ferons 
désormais, en sorte que l'accroissement t sera supposé indépendant de la 
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variable t et de toutes les autres. D'ailleurs , pour abréger le discours , nous 
désignerons la variable indépendante t, de laquelle les valeurs des auti^es 
variables ainsi que les formes des diverses fonctions seront censées dé- 
pendre, et dont la variation sera réduite à lunité, sous le nom de variable 
primitwe. Cela posé , la variation d'une variable quelconque s ne sera autre 
chose que la limite du mpport entre les accroissements infiniment petits Aj 
et t de cette variable et de la variable primifwe. Effectivement , de Féqua- 
tion 

^s = ^t lim. -- y 
jointe aux formules 

on tirera immédiatement 
(i) is = lim. — . 

Concevons, maintenant, que la quantité s dépende de plusieurs variables 
ou fonctions 

On pourra partager ces variables ou fonctions en divers groupes ou systèmes, 
et chercher Taccroissement que s reçoit quand on attribue des accroisse- 
ments infiniment petits 

Aor, A^, Az,..., Att, A<^, Aw, ... 
à toutes les variables 

•^» y^ 2 » • • • » ^ » ^j w^ j • • • 5 

ou seulement aux variables comprises dans le premier groupe , dans le se- 
cond , dans le troisième , .... En opérant ainsi , on obtiendra , dans le premier 
cas, V accroissement total de s que nous continuerons à exprimer par la 

notation 

Aj, 

et , dans le second cas , un accroissement partiel de s , qui correspondra au 
changement de valeur ou de forme des variables ou fonctions comprises 
dans un seul groupe, et qui sera représenté par lune des notations 

V> \^> K^^ 

A laccrolssement total A^ correspondra la variation totale as déterminée 
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par la formule (i) ; et de même, aux accroissements partiels 

correspondront des varicUions partielles 

déterminées par des équations de la forme 

(a) ^^^ = lim. -^. 

Si la quantité s était une fonction de 

qui pût changer de forme, alors, dans la recherche de Taccroissement 
total £is et de la variation totale &Sj il faudrait tenir compte du change- 
ment de forme dont il s'agit. En ayant égard seulement à ce changement 
de forme , et laissant d ailleurs invariables les quantités 

on obtiendrait non plus la variation totale de s , mais une variation partielle 
qui devrait naturellement s appeler la variation propre de la fonction s. 

Pareillement, si des fonctions de diverses variables at, ^, 2,... sont re- 
présentées par Uf (^, Wj. .. et peuvent changer de forme, les variations 
propres de ces fonctions ne seront autre chose que leurs variations partielles 
correspondantes, non pas au changement de valeur d'une ou de plusieui*s 
variables , mais seulement au changement de forme dont il s'agit. 

Lorsque, dans un calcul, diverses variables seront fonctions les unes des 
antres, nous appellerons variables simples ou du premier ordre celles dont 
toutes les autres seront des fonctions. Nous appellerons, au contraire, v«i- 
riables du second ordre celles qui s'exprimeront en fonction des variables du 
premier ordre, variables du troisième ordre celles qui s'exprimeront en 
fonction des variables du second ordre , et ainsi de suite. Cela posé , il est 
clair que les variations propres des variables simples se confondront ton* 
jours avec leurs variations totales. 

Lorsqu'une fonction s dépendra de variables de divers ordres, représen- 
tées chacune par une fonction qui pourra changer de forme, nous désigne- 
rons, à l'aide de la caractéristique Ji, et par la notation 

As, 
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OU la variation propre de la quantité j, si cette quantité, considérée comme 
fonction des autres variables, peut elle-même changer de forme; ou, dans 
le cas contraire, la variation partielle de s correspondante aux variations 
propres de quelques-unes des autres variables, savoir, de cc^lles qui seront 
de Tordre le plus élevé. Si Ion désigne par 

les variables de divers ordres, desquelles dépendra la quantité s, les varia- 
tions propres de ces variables seront elles-mêmes représentées, à laide de 
la caractéristique Jl , par les notations 

Jl.r, Jijr, JiZj, .., cA,!/, Jiv, Jltv,. . .; 

et, si la variable a: se réduit à une variable simple, on aura identiquement 

Concevons à présent que, la quantité s étant une quantité qui dépende de . 
plusieurs variables et de plusieurs fonctions , ou nomme 

des accroissements , partiels de Sj dont chacun corresponde aux accroisse- 
ments infiniment petits que reçoivent quelques-unes de ces fonctions, lors- 
qu'on change infiniment peu leur forme sans changer la valeur des variables 
qu'elles renferment. Aux accroissements partiels 

correspondront encore des variations partielles de s^ qui pourront encore 
être représentées par 

et qui se trouveront encore déterminées par des formules semblables à 
l'équation (a). 

Après avoir partagé en plusieurs groupes les variables ou fonctions des- 
quelles dépend la quantité s , on peut calculer non-seulement ses accroisse* 
ments partiels du premier ordre 

correspondants au changement de valeur des variables ou au changement 
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de forme des fonctions comprises dans les divers groupes, mais encore ses 
€iccroissements partiels du second ordre ^ par exemple , 

ses accroissements partiels du troisième ordre, par exemple , 

etc. A ces accroissements partiels des divers ordres correspondront des 
variations partielles des divers ordres. Ainsi, en particulier, outre les 
variations partielles du premier ordre représentées par les notations 

on pourra obtenir des variations partielles du second ordre représentées 
par les notations 

ô^ù„s, â,â^s,..., âj^s,..., 

des variations partielles du troisième ordre représentées par les notations 

Il y a plus: outre les accroissements et variations de divers ordres que pro- 
duisent plusieurs opérations successivement effectuées, mais dissemblables 
entre elles, on pourra considérer des accroissements totaux ou partiels, et 
des variations totales ou partielles, qui seraient les résultats d opérations 
dont plusieurs seraient semblables les unes aux autres. Tels seraient, par 
exemple, les accroissements totaux ou partiels exprimés par les notations 

AA.î , AAA^, AAAA ^, . . . , 

AA5, AAA^.*.«, A AAA^,.... 

et les variations totales ou partielles exprimées par les notations 

Pour plus de commodité^ on est convenu d'écrire 

A^, A% . . ., au lieu de AA, AAA, ... ; 

A,S A,%. . ., au lieu de A, A,, A,A,A,,. • . ; 

Ex. d'An, et de Phys mnth., T. III. ^M» livr.) 8 
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et pareillement 

(?*, c?',..., au lieu de &â^ (JcJ^o',. . . ; 
(3^,2, d^,%.. •, au lieu de &^&^, &^â,â^,..,^ 

comme si les notatious 

AA, AAA,...| A, A,, A,A,A,,..., 

représentaient de véritables produits. Eu égard à cette convention, les varia- 
tions totales des divers ordres de la fonction s se trouvent représentées par 
les notations 

tandis que les variations partielles 

se trouvent représentées par les notations 

t ^ 9 ' '999' 

En terminant ce paragraphe, nous ferons remarquer la connexion intime 
qui existe, eu vertu des principes mêmes que nous avons établis, entre le 
calcul des variations et le calcul différentiel. 

Nous avons déjà observé que les variations totales de quantités variables 
peuvent être censées se réduire à leurs différentielles, dans le cas où les 
fonctions comprises parmi ces quantités ne changent pas de forme. 

J ajoute que, dans tous les cas, les variations totales des quantités que Ion 
considère peuvent être regardées comme des dérivées ou des différentielles 
prises par rapport à la variable primitive f , dont Taccroissement A^ est censé 
déterminer les changements de valeur ou de forme des variables, ou des 
fonctions proposées. En effet , s étant Tune quelconque de ces variables ou 
fonctions, nommons, comme ci-dessus, 

A^ 

laccroissement total de s correspondant à laccroi^sement t=:At de la va- 
riable primitive /; et posons, pour abréger, 

5 = ^ -4- Aj. 
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Les deux quantités 

j, S 

pourront être considérées comme représentant les deux valeurs particulières 
que prendra une certaine fonction S de la variable f , pour une valeur donnée 
de cette variable, et pour la même valeur augmentée de t = At. Par suite, la 
limite vers laquelle convergera le rapport 



as 



tandis que A/ s^approchera indéfiniment de la limite zéro, ne sera autre 
chose que la valeur particulière de la dérivée 

correspondante à la valeur donnée de /. Donc, en vertu de Téquation (i), la 
variation totale &s se confondra simplement avec la dérivée 

ou plutôt avec la valeur qu acquerra cette dérivée pour une valeur paiticu- 
lière de t. 

D'ailleurs, t étant, par hypothèse, la variable primitive, la différentielle dt 
se réduira simplement à lunité; en sorte que la fonction dérivée 

D,S 
ne différera pas de la différentielle partielle 

d,è 
prise par rapport à t. 

Il est juste d observer que, dans la vingt-deuxième Leçon du Calcul dès 
Jonctions y Lagrange avait déjà regardé les variations de quantités variables 
comme représentant des dérivées prises par rapport à une nouvelle variable, 
distincte de toutes celles que Ion considérait d*abord. 

§ II. — Sur la continuité des fonctions et de leurs variations. Propriétés générales des 
THiHations tle plusieurs variables ou/onctions liées entre elles par des équations connues. 

Supposer, comme on le fait dans le calcul des variations , qu'à des accrois- 
sements infiniment petits des variables correspondent des accroissements in- 
finiment petits des fonctions, c est supposer implicitement que les fonctions 

8.. 
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restent continues. On ne doit donc pas être étonné .de rencontrer, dans le 
calcul des variations, des définitions, des formules et des théorèmes qui cessent 
d'être applicables ou d offrir un sens précis et déterminé, quand les fonc- 
tions deviennent discontinues. On ne doit pas être étonné de voir , dans des 
cas semblables, la formule (i) du § I^ fournir, pour la variation ^s, une va- 
leur infinie ou même indéterminée. 

Sans perdre de vue ces observations, nous allons maintenant faire voir avec 
quelle facilité on peut , des principes établis dans le premier paragraphe, dé* 
duire les propriétés générales des variations de plusieurs variables ou fonc- 
tions liées entre elles par des relations connues. 

Soit s une variable ou fonction quelconque; soient encore 

A^ et i 

les accroissements infiniment petits et simultanés de la variable ou fonction ^, 
et de la variable primitive, dont la variation est Tunité. La variation de ^^ ou 
&s sera, comme on la vu dans le § P% déterminée par la formule 

(i) ^s = lim. — . 

Cela posé, concevons d abord que la variable ou fonction s soit la somme 
de plusieurs autres variables ou fonctions 

en sorte qu on ait 

(2) i" = M -h l' -h tV -h . . . . 

Quand on attribuera aux variables ou fonctions 

les accroissements infiniment petits 

Aw, Ai^, Au',. . ., 

s croîtra évidemment d une quantité représentée par la somme de ces ac- 
croissements. On aura donc 

A^ = A« -h A«^ H- Atv H- ... ; 
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puis, en divisant par t chaque membre de la dernière équation, et faisant 
ensuite converger t vers la limite zéro, on trouvera non-seulement 



A^ A/i Ap ^w 

— = 1 1 h ..., 

i i t t 



mais encore, eu égard à la formule (i), 

(3) ^s = ^u -^ &if -h âw -\- 

En d'autres termes, Téquation 

(4) A(// -f- i' 4- fv + . . .) = A« + A(^ -4- Atv -k . . . 

entraînera la formule 

(5) &{u H- p -f- IV H- . . .) = ^u-h âv -h âw -h . . . . 

On peut donc énoncer la proposition suivante. 

I®' Théorème. La variation de la somme de plusieurs fonctions ou varia- 
bles se réduit à la somme de leurs variations. 

Corollaire. Si Ton suppose les fonctions», i^,. . . réduites à deux seule- 
ment, la formule (5) deviendra 

&{u -h if) = au + (?i^. 

Or il résulte de cette dernière formule que , si une fonction donnée u reçoit 
un accroissement quelconque u , laccroissement correspondant de 1^ varia- 
tion au sera représenté par e^i^. En d'autres termes, F accroissement de la 
variation sera la variation de F accroissement, 

■ 

Supposons maintenant que deux variables ou fonctions r, 5, soient liées 
entre elles par Téquation 

(6) s = ar^ 

a désignant une quantité constante. Quand on fera croître rde Ar, le pro- 
duit ar croîtra d'une quantité représentée par le produit aAr. Donc , en nom- 
mant Ar, A^ les accroissements infiniment petits et simultanés des variables 
ou fonctions r, ^, on avra 

Aj = aAr. 
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En divisant par i chaque membre de la dernière équation, et faisant ensuite 
converger t vers la limite zéro, on trouvera non-seulement 

— = a — , 

1 e 

mais encore, eu égard à la formule (i), 

(7) &s = a&r. 
En d'autres termes , Véquation 

(8) A(ar) =z aAr 
entraînera la formule 

(9) â{ar) = a&r. 

On peut donc énoncer la proposition suivante : 

7," Théorème. Lorsqu'on multiplie une fonction par un coefficient constant , 
la variation de cette fonction se trouve à son tour multipliée par ce même 
coefficient. 

Supposons encore la fonction s liée à d'autres fonctions « , p, tv, . . . par 
une équation linéaire , de sorte qu'on ait 

(10) s = au •+■ bv -{- cw H- . . . , 

a^bj c,. . . désignant des coefficients constants; alors, en raisonnant tou- 
jours de la même manière, on obtiendra la formule 

(î i) is = a^u -f- bis^ H- ciw -f- . . ., 

qui entraînera la suivante 

(la) (?(w 4- t; -4- tv -h . . . ) = ^^w + bùv -\- ciw + . . . , 

et qui peut se déduire directement des équations (5) et (9). 

Supposons enfin que deux variables ou fonctions r, Sy soient Jiées entre 
elles par la formule 

(i3) s = fCr), 

f (r) étant une fonction déterminée de r; et représentons par D^j la dérivée 
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de s prise par rapport à r. On aura 

(i4) J^rS = lim. ^. 



D ailleurs Féquation identique 



As = — A/' 

ùr 



entraînera la suivante 

ds Aj ûr . ^ 

c Ar i ' 

de laquelle on conclura , en faisant converger t vers la limite zéro , et ayant 
égard à la formule (i4) 9 

(i5) as = DrS ^r. 

En d*autres termes, on aura 

(16) ^ c^f(r)=:D^f(r).c?r. 

Les théorèmes et les formules que nous venons d'établir subsistent évidem- 
ment dans le cas même où Ton se bornerait à changer les valeurs ou les for- 
mes de quelques variables ou de quelques fonctions , et où Ton remplacerait 
en conséquence les accroissements totaux et les variations totales par des 
accroissements partiels et par des variations partielles. Ainsi, en particulier, 
les formules (4), (8) continueront de subsister , si l'on y remplace la caracté- 
ristique A , qui indique laccroissement total d'une fonction , par l'une des 
caractéristiques 

employées pour indiquer des accroissements partiels relatifs au changement 
de valeur ou de forme de diverses variables ou fonctions, ou même des va- 
riables ou fonctions comprises dans divers groupes. Pareillement, les for- 
mules (5) y (9), (la) continueront de subsister, si l'on y remplace la caracté- 
ristique (^, qui indique la variation totale d'une fonction, par l'une des carac- 
téristiques 

employées pour indiquer des variations partielles. 

Si les variations partielles que l'on considère se réduisent à des variations 
propres ; alors à la caractéristique & on devra substituer , non plus une des 
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caractéristiques o\, o\,, o\,. • • » ^^^^^ '^ caractéristique Jlj et en consé- 
qiiencc, à la place des formules (5), (9), (la), on obtiendra les suivantes 

(17) J\(n -h ^ -+-W -\- ,. .) = Au -h Av -h Aw + . . ., 

(18) A{ar) = aJ\r, 

(19) Jiiau -(- h\f -h C(P -\- ...) = aJlw + bJ\.v •+- cJlvv 4- 



• • • • 



Ajoutons qu'en vertu de la convention établie dans le §P^ [pages 55 et 56], 
on pourra remplacer à la fois, dans les deux membres de la formule (16), la 
caractéristique c? par la caractéristique cO . On trouvera ainsi, pourvu que f (r) 
ne cesse pas.de représenter une fonction déterminée de r, 

(20) Jlf(r) =i 0,f(r)Jlr. 

Lëquation (i), de laquelle nous avons déduit les formules (5), (9), (la), 
( 16) , . . . , entraîne encore une multitude d'autres conséquences dignes de re- 
marque , et en particulier celles que nous allons indiquer. 

Supposons que la fonction s et sa variation c^^ restent continues par rap- 
port aux variables dont elles dépendent dans le voisinage du système de va- 
leurs particulières attribuées à ces mêmes variables. Concevons d'ailleurs que 
Ton fasse coïncider la variable primitive , dont l'accroissement est représenté 
par £, et dont la variation est réduite à l'unité, avec l'une des variables don- 
nées , ou avec une variable nouvelle dont toutes les autres soient des fonctions 
continues. Non-seulement la variation as sera la limite de laquelle s'appro- 

chera indéfiniment le rapport ~ , tandis que i s'approchera indéfiniment de 

la limite zéro; mais, de plus, pour de très-petits modules de c, ce rapport 
différera très-peu de sa limite, en sorte qu'on pourra énoncer la proposition 
suivante : 

3® Théorème. Si une fonction s et sa variation as restent continues , par 
rapport aux variables dont elles dépendent , dans le voisinage du système de 
valeurs attribuées à ces variables; si d'ailleurs on fait coïncider la variable 
primitive, ou avec l'une de ces variables, ou avec une variable nouvelle dont 
toutes les autres soient fonctions continues; alors, pour des valeurs infini- 
ment petites attribuées à Taccroissement i de la variable primitive , la diffé- 

rence entre le rapport — et la variation as sera infiniment petite. 

Corollaire 1^'. lie 3® théorème s'étend au cas même où l'accroissement 
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total A^ et la variation totale as seraient remplacés par un accroissement 
partiel 

As. ou A„^, ou A^^,... 

et par la* variation correspondante 

&^s^ ou â^^Sj ou â^s^.... 

Corollaire a'. Concevons à présent que les variables et fonctions diverses , 
desquelles dépend la fonction s y soient partagées en deux groupes. Indi- 
quons à Taide de la caractéristique A Vaccroissement total de la fonction .v 
ou dune fonction de même nature, et à laide des caractéristiques A, ou A„ 
les accroissements partiels de la même fonction correspondants à des chan- 
gements infiniment petits de valeur ou de forme des variables ou fonctions 
comprises dans un seul groupe. Soit, en conséquence, A^^ou A^^^ Taccrois- 
sement infiniment petit de s qui correspond à des changements de valeur ou 
de forme des variables ou fonctions comprises dans le premier ou dans le 
second groupe. Soit , au contraire , A s laccroissement total de s\ Enfin , 
posons 

is, = s + ^,s, et 
^ ' \ S =z S -^ A S . 



If I 



s^ sera évidemment ce que devient s quand on change à la fois les valeui*s 
de toutes les variables et les formes de toutes les fonctions. On aura donc 

(aa) ^^^ = ^ -f- A^. 

D'ailleurs on tirera des formules (21) 

s =j-f-Aj=^^-A^-hA,y, 
par conséquent 

s„- s= A,j-f- A„J,; 

et, comme la formule (22) donnera 

A^ = s,, - s, 
on trouvera définitivement 

(a3) As = A^s H- A„j,. 

Sr, d'An, et de Ph. math., T. Ul. (96« livr.} 9 
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ËQ divisant par t les deux membres de cette dernière éqaation , on aura 



^s __ ^,s i,,s, 



i i 1 

Soient maintenant^ 

les variations partielles de la fonction s correspondantes aux accroissements 
partiels 

et supposons que 

soient des fonctions continues des diverses variables , dans le voisinage du 
système des valeurs attribuées à ces variables mêmes. Alors , pour des valeurs 

infiniment petites de ty en vertu du corollaire i®*^, le rapport -^ différera in- 

finiment peu de â^s, et le rapport -^^ de c^^j. Mais, d autre part, à l'ac- 
croissement infiniment petit 

s, — s = \s 

de la fonction s correspondra laccroissement 

de la variation c^,^^, et ce dernier accroissement sera encore infiniment petit, 
puisque c?,,.v sera, par hypothèse, fonction continue des diverses variables. 

Donc â^^s^ différera infiniment peu de ^^^s; et, par suite, le rapport -^diffé- 

rcra infiniment peu non-seulement de &^^s^^ mais aussi de &^^s. Donc, dans 
rhypothèse admise, si l'on fait convergera vers la limite zéro, les rapports 






convergeront respectivement vers Jos limites 



oVs o\^; 
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et, par suite, la formule 



entraînera celle-ci 



^s ^.s A„5, 



c^^ = â^s + &^^s. 



En conséquence, on peut énoncer la proposition suivante: 

4^ Théorème. Soit s une fonction dépendante de variables et fonctions 
diverses que nous supposerons partagées en deux groupes. Soient, de plus, 

la variation partielle de s correspondante au changement de valeur ou de 
forme des variables ou des fonctions comprises dans .le premier groupe; 

la variation partielle de s , correspondante au changement de valeur ou de 
forme des variables ou des fonctions comprises dans le second groupe; 
et is la variation totale de s. Si la fonction s et ses variations partielles 

d s. & s 

restent fonctions continues des diverses variables, dans le voisinage du sys- 
tème des valeurs attribuées à ces variables mêmes; la variation totale e^^ 
sera la somme des variations partielles, en sorte qu on aura 

(îi4) as = o\ç H- â^^s. 

Corollaire. Concevons maintenant que les variables et fonctions diverses 
desquelles dépend la fonction s soient partagées en trois groupes, et nom- 
mons 

^,^y O^^ o\^ 

les variations partielles de i correspondantes à ces trois groupes. Supposons 
d'ailleurs que la fonction s et ces trois variations partielles restent fonctions 
continues des diverses variables dans le voisinage du système des valeurs 
attribuées à ces variables mêmes. Si l'on considère les deux derniers groupes 
comme n'en formant plus qu'un seul; la variation partielle de ^, correspon- 
dante à ce nouveau groupe, sera, en vertu du théorème précédent, repré- 
sentée par la somme 

c?,JH-c?^.9; 
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et, en vertu du même théorème , il sufBra d'ajouter cette somme à &^s pour 
obtenir la variation totale de s^ ou e^^. On aura donc 






Par des raisonnements semblables on passera aisément du cas où les variables 
ou fonctions sont partagées en trois groupes, an cas où elles sont partagées 
en quatre groupes, etc....; et, en continuant ainsi, on établira généralement 
la proposition suivante : 

5^ Théorème. Soit s une fonction dépendante de variables et fonctions 
diverses que nous supposerons partagées en divers groupes. Soient, de plus, 

» 

les variations partielles de s correspondantes au premier, au second, au 
troisième,... groupe. Enfin , supposons que la fonction s et chacune de ces va- 
riations restent fonctions continues des diverses variables dans le voisinage 
du système de valeurs attribuées à ces variables mêmes. La variation 
totale as de la fonction s sera la somme des variations partielles &^ Sy &^ Sj 
(?^^, . . . ; en sorte qu'on aura 

(•^5; as = â^s -^ &^^s -h â^s -h 

Corollaire I*^ Au lieu de déduire le 5* théorème du précédent, on pour- 
rait rétablir directement à Taide des considérations suivantes. Les variables 
et fonctions diverses desquelles dépend la fonction s étant, comme on vient 
de le dire, partagées en divers groupes; désignons à Taide des caractéris- 
tiques 

les accroissements partiels de la fonction s ou d'une fonction de même na- 
ture, qui correspondent à des changements de valeur ou de forme des va- 
riables ou des fonctions comprises dans le premier, le second, le troisième,... 
groupe. Si Ton pose successivement 

s^ = s + A^ ^, 
^ ^ S = S -h a S . 

m u w // ' 

Si l> W . • • • , 
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le dernier terme de la suite 

sera évidemment ce que devient s en vertu des changements de valeur de 
toutes les variables et des changements de forme de toutes les fonctions 
données. Donc ce dernier terme sera la valeur de j + Aj, c'est-à-dire la 
fonction s augmentée de son accroissement total A^. D'antre part, on tirera 
successivement des formules (26), 

jp, = ^ -h A, T, 

C L^ • • • • 

Donc le dernier terme de la suite 

sera encore équivalent à la fonction s augmentée de la sonune des termes 
de la suite 

A s 9 A «f , A ^ «.... 

Donc cette somme sera précisément la valeur de Taccroissement total A^ , 
et Ion aura 

(^7) ^'^ = V + ^.,^. + K^u -*-•••; 

puis on en conclura 

(a8) - = -^ + -2- 4- -î!^-^ -h.... 

^ ^ t e t t 

Si maintenant on attribue à t une valeur infiniment petite , et si Ion suppose 
que les fonctions 

restent fonctions continues des diverses variables dans le voisinage du sys- 
tème de valeurs attribuées à ces variables ; on reconnaîtra que les rapports 

l t l ' 

diffèrent infiniment peu, le premier de i,s\ le second de è^s^j et par suite 
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de (?,,j; le troisième de (?^^„, et par suite de &^s^y ou même de &^Sy etc.... 
Doue, en faisant converger i vers la limite zéro , on verra les rapports 



i i t 



converger respectivement vers les limites 
et la formule (28) entraînera Féquation (a5). 

^ III. — Formules générales, propres à fournir les variations des /onctions d'une ou de 

plusieurs variables. 

Les principes établis dans le paragraphe précédent fournissent immé- 
diatement les diverses formules générales à laide desquelles on peut dé- 
terminer les variations des fonctions d'une ou de plusieurs variables. Entrons 
à ce sujet dans quelques détails. 

Considérons d abord une fonction s d une seule variable x. Si la forme de 
cette fonction est complètement déterminée, et si s se trouve immédiate- 
ment exprimée en fonction de j:, la variation &s pourra être déterminée à 
laide de l'équation (i5) du paragraphe précédent, de laquelle on tirera 

Alors aussi on pourra considérer les variations 
comme représentant de simples différentielles 
de sorte qne la formule (i) se confondra en réalité avec lequation 



\ / 



Si la forme de la fonction s cesse detrc complètement déterminée, alors, 
en vertu du 4® théorème du § II , la variation totale de s sera la somme de 
ses deux variations partielles correspondantes, Tune au changement de va- 
leur de la variable or, lautre au changement de forme de s considéré comme 
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fonction de x. D ailleurs de ces deux variations partielles , la seconde sera 
précisément celle que nous appelons la variation propre de la fonction s , et 
que , d'après les conventions admises dans le § P% nous représentons par J\.s^ 
tandis que la première sera la valeur de as fournie par Téquation (i), ou le 
produit H^six. On aura doue généralement , dans Thypothèse admise, 

(3) as = J\.s + DjcS&x. 

Concevons maintenant que la valeur de s soit fournie par Téquation 

(4) v = f(x, jr, z,..., a, ^, w,...)^ 

dans laquelle les lettres 

Xy jr, 2,..., u, V, w,... 

désignent des variables ou fonctions diverses. Supposons d ailleurs que, la 
forme de la fonction f étant complètement déterminée , on indique , à laide 
des caractéristiques 

des variations partielles dont chacune corresponde à la variation totale d une 
seule des variables ou fonctions 

Alors les valeurs de 

pourront être calculées à Faide de la formule (i 5) du § II ; puisque, d après 
la remarque faite dans le §11 [page 63 ], on peut se servir de cette formule 
pour déterminer, non-seulement les variations totales, mais encore les va- 
riations partielles correspondantes de deux variables ou fonctions liées lune 
à l'autre. Donc ces valeurs pourront être réduites aux produits 

DjgS&Xj DySdjr^ DgSây-j..., T>usâuy ï)^s^âi>, B^s&Wj. . . . 

D autre part, en vertu du 5* théorème du § II, il suffira d ajouter ces va- 
leurs Tune à Tautre pour obtenir la variation totale de s. On aura donc, dans 
rhypothèse admise, 

(5) âs = Dj,s^X'^DyS&jr'hDgSâZ'^...'^îiu^âu'hD^sâif-hD^,s&w-^,,., 
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Dans le cas où les formes des diverses fonctions contenues dans s restent 
complètement déterminées , les variations 

se réduisent à de simples différentielles 

dx^ djr^ dZy. . ., du, difj cftv,. . ., ds, 

et Téquation (5) à la formule 

(6) ds=l)Jesda:-}-D^.sdJr-hDzsdz-\-...-hT^usdu-hD^,sdif'^-D^sdi^f-h,... 

3® Corollaire. Si la forme de la fonction f cessait d être complètement 
déterminée; alors, pour obtenir la valeur générale de c^^, il faudrait, en 
vertu de la formule (26) du § II, ajouter au second membre de 1 équation (5) , 
la variation propre de s, c'est-à-dire la variation partielle de s relative, non 
plus au changement de valeur ou de forme des variables on fonctions 

mais au changement de forme de la fonction indiquée par la lettre f. Alors, 
en désignant par J[s la variation propre de ^ , on trouverait 

Pareillement, si les lettres 

désignaient des fonctions de ^, ^, z, . . . dont les formes ne fussent pas 
complètement déterminées; alors, pour obtenir la variation totale au, il 
faudrait à la somme 

DjgUâx + D/Wc^ -H D,ttc?z 4- ... 
ajouter la variation propre J[u de la fonction u. On aurait en conséquence 
j &u = J\u 4- D^nâx -h Dj^uâjr -h D^u&z +..., et pareillement 

^ âw = c/lîv-f- Dj,wâx 4- Dyi^^à'j' 4- D,tvc?z 
etc. 
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Corollaire 4'. Pour déduire de 1 équation (25) du § II Téquatiou (5) 
relative au cas où la forme de la fonction f est complètement déterminée , 
il a suffi de supposer que chacune des lettres caractéristiques 

se rapportait^ dans Téquation (a 5) du § II, à la variation totale dune seule 
des variables ou fonctions 

Si l'on supposait, au contraire, que chacuue des caractéristiques 

se rapporte à la variation propre d'une seule des variables ou fonctions 

on obtiendrait, au lieu de la formule (5), une autre formule qui fournirait 
pour as une seconde valeur nécessairement équivalente à la première. Con- 
firmons lexactitude de cette assertion par un exemple, et supposons, pour 
fixer les idées, que la valeur de s étant donnée par la formule (4), x^j'^ z,... 
représentent des variables indépendantes dont u^ \f^ tv,... soient fonctions. 
liCS variations propres 

JIjc, J\^, cflz,... • 

des variables indépendantes x,^*, z,... se confondront avec leurs variations 
totales 

àxj d^, (?z, 

eu sorte qu'on aura identiquement 

(9) c?jr = JUc, ^jr = c/lj^, c?z = Jlz,.... 

Mais les variations propres 

des fonctions u^v, tv,... seront distinctes de leurs variations totales, et liées 
à ces dernières par les formules (8). Cela posé, nommons \s\ la fonction de , 
jr, jr^ z,...à la quelle se réduit la fonction de x, y^ z,..., u^ v^ w,... , représen- 
tée par.;, lorsqu'on y substitue les valeni*s de u, v^ fv,..., exprimées en 

Bx. g An. et de Ph. math ,T. Ul. (S7« liTr. ) I O 
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fonction de x, y^ js,.... On pourra concevoir que, dans la formule (a5) du 
§ II , chacune des variations 



0>, o\.S r}j^,.. 



correspond, non plus à la variation totale, mais à la variation propre dune 
seule des variables ;r, ^, z,..., ou d'une seule des fonctions w, <^, w,.... Seu- 
lement alors, pour tenir parfaitement compte de TinBuence exercée sur là 
variation totale es par la variation propre d« or, on devra considérer J, 
non plus comme une fonction de x^ y^ iz,..., u, i^, fVv-? mais comme une 
fonction des seules variables indépendantes x^ jr^ z,.... Donc alors les varia- 
tions partielles de ^, correspondantes aux variations propres 

des variables «r,jr, ^v? seront, eu égard à la formule (î), représentées par 
les produits 

tandis que les variations partielles de ^, correspondantes aux variations^ 
propres 

seroiit, eu égard à la même formule, représentées par les produits 
Donc la formule (25) du § Il donnera 

Il est facile de comparer Tune à l'autre les valeurs de is fournies par les 
équations (5) et (lo). En effet, eu égard aux formules (9), Téquation (10) 
peut s'écrire comme il suit : 

(11) âs=\)^[s]èx+liy[s]ây-\-\i,[s]H,..-^l),,s ^ u-^l),s A 

D autre part, en considérant 1^, p, iv, et, par suite, s comme fonctions de 
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^9 y-t ^) on aura non-seulement 



(IS.) 



du = D^ u dx -h Dy udy -f- D^ w r/z -+-..., 



mais encore 

(i3) ds = i)^[s]da: -+- ï)r[s]dj -h D,[s]dz 

Cette dernière valeur de ds devant coïncider avec celle que fournit Téqua- 
tion (6), quelles que soient les valeurs attribuées aux différentielles 

dxy djr^ dz^...y 

on en conclura, en réduisant lune de ces différentielles à zéro, et les 
autres à lunité, 



C \A^ • • • • 

Or, eu égard à ces dernières formules , on reconnaîtra sans peine que la va- 
leur de as fournie par Téquation (ii) est précisément celle quon obtient 
quand on substitlie dans le second membre de Téquation (5) les valeurs de 

tirées des formules (8). 

Corollaire 5^ Supposons que, la quantité s étant une fonction détermi- 
née de variables de divers ordres représentées par 

X, jr, 2,..., u, V, W',..., 
on nomme 

celles de ces variables qui sont de Tordre le plus élevé. Alors, d après les 
principes exposés dans le § I^% ce qu*on devra exprimer par la notation 

Jis, 

lO.. 
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ce sera la variation partielle de s correspondante anx variations propres 

cfilij ef\ify JiiV^ .. 

des variables de Tordre le plus élevé, contenues dans la fonction s. Donc efis 
se trouvera réduit à la sonune des derniers termes compris dans le second 
membre de la formule (i i), et Von aura, dans lliypothèse admise, 

(i5) Jis = D„sJVu -h D^sJiif -f- D^jJlîv H-.... 

Par suite, la formule {tlO) pourra être réduite à 

(i6) is = cP.s H- D^[j]o\t + n^[j]oy -+- D.[5]d'z -h.... 

§ IV. — Propriétés des variations des divers ordres. 

Les tjiéorènies et les formules que nous avons établis dans les para- 
graphes précédents se rapportent seulement aux variations du premier or- 
dre. Nous allons passer maintenant aux variations des divers ordres , et dé- 
montrer quelques-unes de leurs propriétés générales. L une de ces propriétés 
appartient à la fois aux accroissements et aux variations ; elle consiste en ce 
qu on peut intervertir arbitrairement Tordre dans lequel se succèdent deux 
ou plusieurs opérations dont chacune est exprimée, ou par Tune des caracté- 
ristiques 

qui indiquent des accroissements totaux ou partiels; ou par Tune des carac- 
téristiqujes 

qui indiquent des variations totales ou partielles , sans altérer en aucune ma- 
nière le résultat définitif de ces opérations mêmes. Pour établir cette propo- 
sition, il suffit évidemment de faire voir que Ton pourra toujours, sans in- 
convénient , échanger entre elles deux caractéristiques écrites à la suite Tune 
de Tautre. Il y a plus : on pourra se borner à considérer le cas où ces deux 
caractéristiques seraient dissemblables , la proposition étant évidente dans le 
cas contraire. 

Or, soit s une fonction qui dépende de diverses variables, ou même de fonc- 
tions diverses; et nommons g un accroissement partiel, ou même total de j, 
qui corresponde à des changements de valeur des variables ou à des change- 
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ments de forme des fonctions proposées et de la fonction s elle-même. On 
aura, en vertu des formules (4) et (5) du § II, 



, V j ^(^ + s) = Aj + Aç, 



il^s -h ç) = as -\- ^ç. 

Donc à un accroissement quelconque de s représenté par ç , correspondront 
un accroissement de A j représenté par A ç, et un accroissement de la varia- 
tion ^s représenté par iç. Ce n est pas tout : comme les formules (4) et (5) du 
§ II, et, par suite , les formules (i) continuent de subsister dans le cas même 
où Ton y remplace la caractéristique A par lune des caractéristiques 

et la caractéristique â par Tune des caractéristiques 

on peut affirmer quà Taccroissement ç de la fonction s correspondront les 
accroissements 

des expressions 

O:] en conclut immédiatement que, si deux des caractéristiques 

ou bien encore Tune de ces caractéristiques et lune des suivantes 

se trouvent simultanément appliquées à une même fonction-, on pourra tou- 
jours intervertir Tordre dans lequel se succéderont les deux caractéristiques 
dont il s'agit , sans altérer le résultat définitif des deux opérations qu elles 
iodiqueront. Ainsi, par exemple, de ce qua laccroissement g de ^ corres- 
pondent laccroissement A,ç de A,^ et laccroissement &^ç de &^Sj on 
conclura qu en posant 

on doit avoir 

A,5 =^ A^A,J, â^ç= à^â^s. 
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Or, si dans les deux dernières jFormnles on remet pour ç sa valeur A,^^ , elles 
donneront 

(a) A,A,^=3A,A/, (3) (?,A„^ = A, r; ^. 

Concevons maintenant que Ion divise les deux membres de la formule (3) 
par raccroi^ement t de la variable primitive. On trouvera 

^ A J ^ $ s 



I ' 



on , ce qui revient au même , eu égard à la formule (9) du § II , 



^ K^ ^ Kir 



puis, en faisant convei^er vers la limite zéro laccroîssement ( de la variable 
primitive et les accroissements correspondants qu'indique la caractéristi* 
que A^, on verra les rapports 



^ s A ^ .V 



converger vers les limites 

Donc , en passant aux limites , on trouvera 

(4) &,^„s = &J,s. 

Ajoutons que, dans la formule (4), on pourra remplacer chacune des carac- 
téristiques &^ , c^,^ par lune quelconque des suivantes 

(?, c^ , â . Û ..... 

En résumé^ les formules (a) , (3) , (4) , et celles qu on peut en déduire , en- 
traînent la proposition dont voici Ténoncé : 

i** Théorème. Soit s une fonction qui dépende de diverses variables ou 
même de fonctions diverses ; et supposons cette fonction successivement sou- 
mise à diverses opérations dont chacune , ayant pour but de fournir un ac- 
croissement total ou partiel , ou bien encore une variation totale ou partielle , 
se trouve indiquée par Tune des caractéristiques 
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L expression qui résulteta de ces opérations successivement effectuées offrira 
une valeur indépendante de l'ordre dans lequel se succéderont ces mêmes 
opéradoDS, et par conséquent les caractéristiques qui serviront à les indiquer. 
On pourra donc, sans altérer cette valeur, intervertir arbitrairement Tordre 
dans lequel les diverses lettres caractéristiques se trouvent rangées, comme 
si le système de ces lettres, écrites à la suite les unes des autres, représentait 
un véritable produit. 

Corollaire i*'. Il suit des formules (8) et (9) du § II, que le théorème pré- 
cédent doit être étendu au cas même où Tune des caractéristiques, cessant 
d'indiquer un accroissement ou une variation , représenterait un coefficient 
constant; 

Corollaire 7^, On peut concevoir que, parmi les caractéristiques 






^-1 ^„) ^. . 



plusieurs indicpent des variations relatives , non à des changements de for- 
mes de certaines fonctions, mais à des changements de valeurs de certaines 
variables .r ,j^, z, • • • • Lorsque chacune des caractéristiques de cette espèce 
se rapporte à une $eule variable x, ou j^, ou z , • . • , elle peut être immédia- 
tement remplacée par 

rfjc, on dy, on dzj ' ' ' t 
et même par 

D^, ou D_^, ou D^ 9 . • .7 

si la variable dont il s'agit est une variable indépendante , ce qui permet de 
réduire sa variation à lunité. 

Le 3' théorème du § II, et les théorèmes qui s'en déduisent, sont relatifs à 
des variations totales ou partielles du premier ordre. Mais, en partant de ces 
théorèmes , on peut en obtenir d autres du même genre qui soient relatifs à 
des variations totales ou partielles d ordres supérieurs. Tel est, en particulier, 
le suivant: 

iT Théorème, Supposons qu une fonction ^, et une variation de ^, totale ou 
partielle , d un ordre n supérieur au premier, restent continues , par rapport 
aux variables dont elles dépendent, dans le voisinage du système de valeurs 
attribuées à ces variables. Faisons d'ailleurs coïncider la variable primitive, 
ou avec lune de ces variables, ou avec une variable nouvelle dont toutes les 
autres soient fonctions continues. La variation que Ion considère différera 
infiniment peu du rapport qu on obtiendra quand on divisera par e" laccrois* 
sèment infiniment petit de s correspondant à cette même variation. 
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Démonstration. Considérons, par exemple, une variation de la forme 

à à Ss 
et admettons les suppositions énoncées dans le a* théorème , en sorte que 

s et è à s 



H I 



restent fonctions continues des diverses variables, dans le voisinage du système 
des valeurs attribuées à ces mêmes variables. En vertu du 3* théorème 
du § II [corollaire i^], la variation e^^ c^, ^ différera infiniment peu du 
rapport 






Donc ce rapport devra rester à son tour fonction continue des diverses 
variables, dans le voisinage du système des valeurs attribuées à ces mêmes 
variables. H y a plus: en vertu du théorème cité, le rapport 






que Ton peut, eu i%ard à Téquation (9) du § II , présenter sous la forme 






différera infiniment peu de lexpression 



.(¥) 



ou, ce qui revient au même, du rapport 






Donc ce dernier rapport différera infiniment peu de la variation 



àj^s. 



Eu raisonnant comme on vient de le faire, on pourra évidemment dé- 
montrer le a* théorème dans tous les cas possibles. 

CoroUaire. Supposons que laccroissement t de' la variable primitive soit 
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considéré comme un infininâent petit du prunier ordre ; alors , en vertu du 
2* théorème, Faccroissement total ou partiel de 5, correspondant à une va- 
riablede Tordre /i, sera un infiniment petitde Tordre /i, si cette variation reste 
fonction continue des variables dont s dépend, dans le voisinage du système 
des valeurs attribuées à ces variables, et si d'ailleurs elle acquiert , pour le sys- 
tème dont il s'agit, une valeur différente de zéro. Si, de ces deux conditions, 
la première était remplie sans que la seconde le fût , ou , en d autres ter- 
mes, si la variation de Tordre n offrait pour valeur particulière uoe valeur 
nulle, sans cesser d'être continue dans le voisinage de cette valeur, l'accrois- 
sement correspondant à la variation proposée deviendrait pour ;Tordinaire 
un infiniment petit d'un ordre supérieur au premier. Mais ce n'est là évidem-^ 
ment qu'un cas exceptionnel ; et en général ce que nous appelons un accrois- 
sement de Tordre n sera en même temps, en vertu du i^« théorème, un infini- 
ment petit de Tordre /i. Ainsi, non-seulement un acéiiq^ement du premier 
ordre sera généralement , comme on peut le conclure î^jl 3^ théorème du § II , 
un infiniment petit du premier ordre; mais de plus dlÉperoissement du se- 
cond ordre sera généralement un infiniment petit d wBMii dt ordre ; etc.... 

§ V. — Sur là variation d'une intégrale définie simple ou multiple. 

Soit d'abord s une intégrale définie simple, relative à la variable x^ et 
prise entre les limites 

en sorte qu'on ait 
(i) ^ ^ I f^^^' 

Supposons d'ailleurs, dans cette intégrale, 

(a) k= f(a:,w,i^, w,...), 

• 

u^ v^ rp,... désignant des fonctions de x dont la forme puisse varier, et la 
lettre f indiquant au contraire une fonction de forme invariable. Il suit de la 
formule (25) du § II que, pour obtenir la variation totale de l'intégrale s^ il 
suffira de calculer, i^ la variation partielle de s correspondante au chan- 
gement de forme des fonctions £/, \fj (p,... contenues dans A:, et par consé- 
quent aux variations propres de u, i', h^»--; 2° la variation partielle de s 
correspondante au changement de valeurs des quantités x, x, et par consé- 

Ex. d'An, et dePh. math., T. Il («7« Jirr.) 1 1 
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quent aux variations propres des limites de Tintégrale ; puis d'ajouter i une à 
lautre ces deux variations partielles de s. 

Calculons d'abord la première, et supposons que les limites «, x restant 
invariables , on change infiniment peu la forme des fonctions 

Nommons 

les accroissements infiniment petits de k et de s, correspondants à ce chan- 
gement de forme. La formule (i) entraînera la suivante 



s-\-às= j (Ji-hàkjdXj 



et par conséquent la suivante 

as = j ùkkdx. 

Soit d'ailleurs 1 1 acchnssement infiniment petit d une variable indépendante 
dont la variation serait lunité. On tirera de la dernière formule 






dx. 



Soient enfin 

les variations propres des fonctions 

et représentons par les notations 

Jik^ Jis 

les variations partielles correspondantes de k et de s. En faisant convei^er £ 
vers la limite zéro, on verra, dans la formule (3), les rapports 

àk ^s 

T' T 

converger vers les limites 

c/l A:, J\s'f 
et l'on aura, par suite. 



(4) J\.s = f Akdjc. 
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D'ailleurs, en vertu de la formule (i5) du § III , la variation Jik se trouvera 
liée aux variations propres 

des fonctions u^ i', tv,.«- P^ï* l'équation 

(5) Ak = D^kJiu -h DJJ\i^ 4- D^ktfiw H-.... 

Si daos la formule (4) on substitue la valeur de s tirée de Féquation (i), 
on trouvera 

(6) J\ r kdx = r Akdx. 



On peut donc, dans uue expression de la forme 



A / kdx. 



intervertir Cordre des deux opérations indiquées par les signes Ji et /. 

Cherchons maintenant la variation partielle de j, à laquelle on se trouve 
conduit quand on fait varier seulement les limites a>y x. Pour obtenir cette 
variation partielle , on devra , dans Téquation (a), considérer comme complète- 
ment déterminées , non-seulement la forme de la fonction f, mais encore les 
formes des fonctions u, i^, h^,.... Soit, dans cette hypothèse, 

as 

Taccroissement infiniment petit de s correspondant aux accroissements infi- 
niment petits 

Ax, Ax, 

des limites x et x. L'équation (i) entraînera la suivante 

as 



kdx, 



et de cette dernière, combinée avec la formule (i), on tirera 

f-^X+ÙX /»» + Ax 



às 



= f kdx — / kdxj 



II., 



(84) 

par coDséquent 

/•X + ÙX /»« + Ar 

/ kdx 1 kelx 
^5 _ ]^x Ax __ ^j« 

(7) "T ~ àx ~ S^ 



Supposons maintenant que Ton fasse converger <, et, par saite, les accrois- 
sements infiniment petits ^ 

A», Ax 

vers la limite zéro. Alors, en désignant par ^^s la variation partielle de s cor- 
respondante à rhypothèse admise , on verra non-seulement les rapports 

A<o Ax A^ 









i ' c 


' e 




converger 


respectivement 


vers 


les limites 










â»y âx 


, <^,*. 




mais encore les rapports 












r 


+ A. 


c 

kdx 


-x + Ax 


kdx 



i» 



Ax 



converger vers des limites qui^ eu égard aux propriétés connues des inté- 
grales définies, seront précisément les valeurs de k correspondantes aux 
valeurs «>; x de la variable ». Si Ton représente ces valeurs de k par les no- 
tations (*) 

X=:œ X = X 

I A:, I A-, • 
alors, en posant t = o , on tirera de la formule (7] Téquation 

(8) ^,s = \ kâx -^ \ kâc, 

{*) Dans un Mémoire qui a remporté le grand prix de Mathématiques , M. Sarrus observe, 
avec raison , qu'il convient de joindre aux notations adoptées par les analystes un signe de 
substitution , c*est-à'dire un signe propre à indiquer la substitution d'une lettre à une autre 
lettre. Celui dont je me sers ici diffère peu du signe de substitution qui a été adopté par 
M. Sarrus , et qui est un trait recourbé en forme de crosse, à la droite duquel l'auteur place 9 
en haut et en bas , les deux lettres dont Tune doit être substituée à l'autre. La notation nou^ 
velle que je propose se prête aisément à des rédactions qui per me ttent de rendre les formules 
plus simples et plus concises, comme on le verra ci*après dans le § YIL 



(85) 
que 9 pour abréger , on peut écrire comme il suit : 

(9) ^.s = \&x I - <>. I )a. 

D ailleurs, les deux valeurs de », représentées par «>, x étant deux quan- 
tités qui y dans Imtégrale s , peuvent varier indépendamment 1 une de rautre, 
et indépendamment des formes attribuées aux fonctions <^, t^, fv, . . . , les 
valeurs totales 

de ces deux quantités ne différeront pas de leurs variations propres 
Donc Téquation (9) pourra encore s'écrire comme il suit: 



(10) 



(Xs=X X=x\ 

c/lx \ — Jico \ )k. 



Après avoir trouvé les deux variations partielles 

dont la somme doit fournir la variation totale &s de l'intégrale j, il suffira de 
combiner Féquation 

(11) as = Jis H- &^^s 

avec les formules (4) et (10) pour obtenir la formule générale 



(la) 



/•X / X "*"* X X "^ « \ 



Supposons maintenant que la lettre s représente une intégrale définie dou- 
ble, relative aux variables x,^, et prise, i® par rapport à^ entre les limites 

jr = H^ r = y; 

^'' par rapport à x entre les limites 

X = «, j: = x^ 



(86) 
en sorte qu'on ait 

(i3) s=ffkdrdx. 



« ' ^' 



y, y pouvant désigner deux fonctions quelconques de la variable x. Suppo- 
sons d*ailleurs , dans cette intégrale , 

(l4) k = f {jCyjr, U, V, W,...), 

// , (^ , iv ,. • • désignant des fonctions dex^jr^ dont la forme puisse varier , et la 
lettre f indiquant au contraire une fonction de forme invariable. Il suit 
de la formule (t5) du § II que, pour obtenir la variation totale de l'in- 
tégrale s^ il suffira de calculer, i® la variation partielle de s correspon- 
dante au changement de forme des fonctions i^, u, fv,. . . contenues dans A:, 
et par conséquent aux variations propres de i^, (^, fv,. • • ; a"^ la variation 
partielle de s correspondante au changement de valeur des limites «, x, et 
par conséquent aux variations propres de x, x; 3^ la variation partielle de s 
correspondante au changement de forme des limites 4^, y, considérées comme 
fonctions de x, et par conséquent aux variations propres de y, y; puis d a- 
jouter lune à Tautre ces trois variations partielles de s. 

Cela posé, en nous conformant aux notations précédemment adoptées, dé- 
signons par 

Jik 

la variation partielle de k correspondante aux variations propres 
des fonctions u^ v^Wj...; et représentons encore par 

les variations correspondantes des intégrales 

/ kdjr, f f kdjrdx = s. 

m 

Indiquons, au contraire, à laide de la caractéristique 



(8?) 

t>lacée devant la. dernière de ces intégrales , sa variation partielle correspon*' 
dante aux variations propres J{x , Jix des limites x , x ; et à l'aide de la carac- 
téristique 

^„. 

placée devant lune ou lautre intégrale, sa variation partielle correspondante 
aux variatiops propres Jl^, Ay des limites ^y , y. A Taide des raisonnements 
par lesquels nous avons établi la formule (6) , on prouvera que Ion peut, dans 
lexprcssion 

intervertir Tordre des opérations indiquées par les signes Jl et/, de manière 
à transporter successivement la lettre cA. après le premier, puis après le second 
des deux signes d intégration. On aura donc 

ji r r kdjdx= rji pkdj.dx=r r j\kdydx', 

et, par suite, la variation partielle de ^correspondante aux variations propres 
des fonctions i/, i^, tv,. . . pourra être déterminée à Taide de Téquation 

(i5) ju= r Pc kdjdx, 

à laquelle on devra joindre la formule (i5) du § III, savoir, 

(i6) ê\.k = D„A: c/l M 4- DpA' Jl v + D«,A* c/l w -+-.... 

Cherchons maintenant la variation partielle représentée par c^, j, et corres- 
pondante aux variations propres <A«, cA^x des limites «:, x de Imtégration qui 
se rapporte à la variable x dans la formule (i3). Comme, pour déduire cette 
formule de Féquation (i), il suffit de remplacer dans le second membre la 

/•y 
lettre k par l'intégrale / k dj^ il est clair que la même opération transfor- 

mera le second nombre de 1 opération (lo), de manière à le faire coïncider 
avec la valeur cherchée de c^,^. On aura donc, dans le cas présent^ 

07) 



/ a: = x »=x\ ^y 

c^^^=VJlx I -Jlx I ;j kdj. 



. (88) 

• 

Quant à la variation partielle de s^ représentée par â^s^et correspondante 
aux variations propres c/ly , J\j des limites y, y de Tint^ration qui se rap- 
porte à la variable y dans la formule (i3), elle se déduira aisément de la foi^ 
mule 

dans laquelle on pourra encore , en opérant comme dans la formule (6) , 
transporter le signe d^ après le signe de l'intégration relative à x. On aura 
donc 






Mais en remplaçant, dans la formule (6) , Tintégrale (i) , savoir, 



^Tkdx, 



s 

X 



par Tintégrale 

fkdjr, 

et substituant par suite la caractéristique â^ k la caractéristique â^ , on trou- 
vera 



àj kdjr=\J[j I -c^v I )k. 



Donc , on aura définitivement 



(.8) 






Après avoir trouvé les trois variations partielles 

Jis, &^s, â^s, 

dont la somme doit fournir la variation totale as de l'intégrale s , il suffira 
de combiner Téquation 

(19) &S :=: Jis '\- â^S -^ â^^S 



(89) 
avec les formules (i5), (17), (i8) pour obtenir la formule générale 

/ J^krlfdx ^ \M I -c/lx \ ) \ kdj 



s>- 



-A>j I ) 



En général , soit 
(ai) s = j 1 I ... k...dzdj'Hx 



une intégrale définie multiple, relative aux variables x^ j^ ^»*- •> et dans la- 
quelle les limites y, 7 peuvent être des fonctions quelconques de x^ les 
limites », z des fonctions quelconques de x, «^ , etc. Supposons d'ailleurs dans 
cette intégrale 

2<, i^, fv, . . . désignant des fonctions de x, y^ 2, . . . dont la forme puisse va- 
rier, et la lettre f indiquant, au contraire, une fonction de forme invariable. 
Désignons à Tordinaire par 

les variations partielles de Ai et de ^ correspondantes aux variations pro- 
pres 

des fonctions ii, (^, w, . • . . Enfin soient 

i^s la variation partielle de ^, correspondante aux variations propres des* 
limites «,x; 

(^^5 la variation partielle de s^ correspondante aux variations propres des 
limites «f , y ; 

d^s la variation partielle de s , correspondante aux variations propres des 

limites X, z; . .. 
etc. 

On aura 
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la variation partielle Jis étant déterminée par Téquation 



•^x J\^ *^z 



que Ion peut réduire à 
et la valeur de é\.k étant 



(a4) J{s = j j I ... Jik...dzdjrdx, 



(a5) JIA: = DukJiu + D^ A c/li; + D^k J[w H- 

Ajoutons que les variations partielles 

se trouveront déterminées par les équations 



â^s :=:&l I i .,.k...dzdjrdxj 

^x «'/y «^-t 

&^s=:&^j I j ... k... dzd/dXf 
*.^ = **/ / / ...k...dzdjr€lx. 



etc., 



Qu , ce qui revient au même , par les suivantes 



J,^ = J, I i j •. . A. .. dzdj-dx, 

«/ac «^y «'r 

^'^ = J ^„J J . . . A. . . dzdjdx. 



^m^ = j j *•/ ... k...dzdjdxy 
etc., 



(9«) 
desquelles on tirera, eu égard à la formule (lo), 



(a6) 



(x=x x=x\ ^y y,z 

^,s = J \Jij I -JVv I JJ ...k...dzda:i 
J \Jlz I -Jl» I )...k...dj(ùci 



X ^H 

etc. 



En substituant dans la formule (21) les valeurs de 

c/Ij, C^,^, &^S^ ^^^»--- 

déterminées par les formules (a4)> (a6), on obtiendra la formule générale 
(27) &s= j i I ... Jik...dzdjrdx 

^x •'/y «^t 



Jlx I — c/l« I y / j ...k...dzdj 

I \^y I — «'^ir I // - k...dzila: 



— 6rt* I / • • . A, • • 



^Jlz I — Jl» I ) ... k... djrdx 

'X •'y 

etc.) 



que Ton peut encore écrire comme il suit : 
(a8) âs= J f f ... M. . . dzdjrdx 



-h Jlx I I I ...k...dzdjr'-J\.x I I I ...k...dzdj' 

-+- / «'Vy I i ...k...dzdx'- I J\^ | j ...k...dzdx 

J/ix /ly z=z /»x y»y -«^» 

f / cA.z I ...k...djrdx'- j I J\t \ ..k...djrdx 
X •'y ^X ^ '^ 

H- etc. 



12.. 



(9>) 

Cette dernière formule, dans laquelle chaque terme du second membre 
pourrait être calculé séparément, en vertu des principes exposés dans le 
$ II, est précisément celle qu^a obtenue M. Sarrus, dans le Mémoire cou- 
ronné par TAcadémie des Sciences. 

§ TI. — Sur les diiwrses formes que peut prendre ta variation d'une intégrale définie simple 

ou multiple. 

Considérons de nouveau Tintégrale définie multiple 

H 



(i) f=l I / . . . k. . .dzdjrdx^ 

dans laquelle on a 



les limites y, y pouvant être des fonctions quelconques de «, les limites x, k 
des fonctions quelconques de jc, i^, etc. , et i/^ (^^ tv,. . • désignant des fonc- 
tions de Xyjr^z^. . . dont la forme puisse varier, tandis que la lettre f indique 
au contraire une fonction de forme invariable. Comme la valeur de cette in- 
t^rale s dépendra uniquement des valeurs des quantités « , x , et des formes 
des fonctions de .r , j^, 2 , . . . représentées par ^j^, y, par », z , ... et par i£, c % tv, . . . , 
il s^ensuit qne, dans la recherche de la variation totale âs^ on pourra se bor- 
ner à tenir compte des variations propres des quantités représentées par 



'ï x; V» y; *» *;•••, w. ^ w,... 



En opérant ainsi , on obtiendra une valeur de c^^ composée de termes dont 
chacun , dépendant d une seule des variations propres 

cA.«, cflx, cA.y, </ly, Jl*, J\Zj • . . , JlW| Ap, JiWf . • ., 

potlrra être calculé séparément, en vertu des principes établis dans le § II; 
et cette valeur de as sera précisément celle que fournit Téquation (a8) du 
paragraphe précédent. Alors aussi , l'intégrale s étant considérée comme une 
somme d'éléments , laccroissement partiel de cette intégrale correspondant 
à des accroissements infiniment petits des limites 

*» ^» Vi y» *) *»••• 9 

sera une somme d éléments nouveaux qui s'ajoutera aux éléments primitifs 



(93) 

de rintégrale, tandis que chacun ded éléments primitifs, conservant sa valeur 
et sa forme , continuera de correspondre aux mêmes systèmes de valeurs des 
variables x, ^, z, • • . . 

Au reste, au lieu d'ajouter à Tint^rale s de nouveaux éléments infiniment 
petits, on pourra changer infiniment peu la valeur et la forme de chaque élé- 
ment. Pour y parvenir, il suffira d attribuer aux variables 

^ï J^y X, . . . 

des accroissements infiniment petits 

Ao*, àjr, àZy. . . 

dont chacun pourra être fonction de x, ^, 2, . . . et de laccroissement infi- 
niment petit c attribué à la variable indépendante qui a pour variation 
Tunité. Gela posé, soient 

les variables nouvelles dans lesquelles se transforment 

X, ^, z,« • . 

quand on attribue à celles-ci les accroissements Ax , A^^, Az , . . . , en sorte 
quon ait 

(3) X = X -+- Aje, Y=j^-f-A^, Z = Z'hàZj.... 

Soient encore 

les accroissements infiniment petits que prendront les quantités 

k et s 

lorsqu'on changera x en a: -h ^x^jr en jr -h ÙlJt^ z en z + Az, ea faisant de 
plus varier les formes des fonctions i/, i^, iv, . . • , et posons 

K = A + AA\ 

Dans la nouvelle intégrale 

j -4- Aj, 

la fonction différentielle sous le signe /se trouvera représentée, non plus 

par le produit 

A*. . . dzdfdx^ 



( 94 ) 
mais pai' le suivant 

D'ailleurs, la variation totale &s se déduira de raccroiasement total A^ à Taide 
de réquation 

(4) (^j = lim-. 

Observons maintenant que Faccroissement total A^ étant celui que prend 
Fintégrale s quand on substitue simultanément la variable X à la variable or, 
Ja variable T à la variable Vj la variable Z à la variable r-, . . • , enfin la fonc- 
tion K à la fonction A*, on pourra, en vertu des principes établis dans le $ II, 
calculer d abord la variation partielle de s relative à chacune de ces substitu- 
tions, et déduire des variations partielles de^ sa variation totale qui se réduira 
simplement à leur somme. D'ailleurs, si Ion se borne à remplacer dans Tinté* 
grale s la fonction k par la fonction K, on obtiendra une nouvelle intégrale 
dans laquelle la fonction différentielle sous le signe / sera 

K. . . dzdjrda:z= (k H- A/r). . ,dzdjrdx. 
Donc alors la nouvelle intégrale sera réduite à 



I f f (k -h ^k)., . dzdjdx, 

•^« ^^ ^M, 



et Faccroissement de Fintégrale s à 

•X Cl 



j f / * • - AA:. . . dzdfdx. 

Jx «A^ •^x 



En divisant cet accroissement par i , et faisant ensuite converger / vers la li- 
mite zéro , on verra le rapport 

converger vers la limite M, et Fon obtiendra ainsi une variation partidie 
de s représentée par l'expression 



Jf / / . . . &k. . . dzdjrdûc. 



(96) 
Cette expressicm est effoetivemeat la variatÎMi partielle de s correspondante 
à la variation totale âk de la fonction A. 

Concevons à présent que, sans altérer la fonction A:, on se contente de sub- 
stituer, dans le produit 

k Tune des variables j:, jr^ 2,*.. la variable correspondante X, ou Y, ou Z,.... 
Supposons, pour fixer les idées, que Ton substitue Z à z. Alors, dans la nou- 
velle int^rale, la fonction différentielle sous le signe / sera 




A:... d2i djr dx ... 

Si d^ailleurs Tintégralion Relative à z est celle qui s'effectue la première dans 
l'intégrale s^ il sera facile de substituer, dans la nouvelle intégrale, la va- 
riable 2 à la variable Z, et pour y parvenir il suffira d*observer qu'en laissant 
jc, jTy., invariables, on tirera de Téquation Z = z -+- Az cette autre formule 

rfZ = (n- D,Az)ûfo. 

Donc la nouvelle int^rale, rapportée aux variables primitives, renfermera 
sous le signe/ la fonction différentielle 

k{i -^ D,^z)...dzdjrda:, 
et se réduira simplement à 

... Â{i -h Dgàz)... dzdjrdx. 



ai 



Donc, lorsque dans l'intégrale 5 on substituera Z à s, laccroissement de cette 
int^rale sera 

f I f ...ADgAz,..dzdjrdx. 



^ 



En divisant par z cet accroisf^ment, et faisant ensuite converger e vers la 
limite zéro , on verra le rapport 



D,A« j^ Az 



converger vers la limite 

D,c^z, 



4 



(96) 
et en conséquence Ton obtiendM une variation partielle de s représentée par 
l'expression 



If 



Ainsi, pour former la variation partielle de s correspondante à la varia- 
tion totale &z de la variable z, il suffira de multiplier, dans Tintégnde Sj la 
fonction différentielle par la dérivée partielle 



D^iz. 



On prouvera de la même manière que, pour obtenir la variation partielle 
de s correspondante à lune quelconque des variations 

il suffit de multiplier, dans l'intégrale J, la fonction différentielle par la dé- 
rivée partielle 

Vx^^i ou D^c^, ou D,^z,,..; 

et pour lever les difficultés que Ion rencontre au premier abord quand on 
veut étendre la démonstration ci-dessus exposée à toutes les variables x, 
^ , z,..., il suffira d'observer que dans une intégrale multiple la fonction sous* 
le signe/ ne change pas quand on change l'ordre des intégrations. Telle est, 
en effet , la conclusion à laquelle on est immédiatement conduit , en considé- 
rant une intégrale multiple comme une somme d'éléments qui correspon- 
dent à certains systèmes de valeurs des variables J^, ^, z,... auxquelles se rap- 
poitent les intégrations, c'est-à-dire à des systèmes de valeurs de :r, ^, 2,... 
compris entre certaines limites, 

En résumé, les variations partielles de ^, relatives aux variations totales des 
variables X, j'j r,.--? sont respectivement 

.X ^y 






.X ^y 



fil ... kDy&jr...dzdjrdxj 



,X ^J pZ 



f f f •..kDgâz...dzdjrda:^ 



V 

etCa • • • 



(97 ) 

En leur ajoutant la variation partielle qui correspond à la variation to- 
tale âk de la fonction A% on obtiendra immédiatement la variation totale de s, 
telle qu'elle est donnée par la formule connue 



►X /.y >z 



c^^z= / / / ...&k...dzdjdx 

•^x *^\^ Jx 



(5) . 

L'équation (5) n'est pas la seule que Ion puisse substituer à Téquation (iàS) 
du paragraphe précédent, dans la recherche de la variation totale c^^. Cette 
variation peut encore être présentée sous une autre forme peu différente et 
que nous allons indiquer. 

Si Ton nomme [k] la fonction de x, ^, z, en laquelle se transforme la 
fonction A déterminée par la formule (2), quand on y considère Uj v^ fv,... 
comme fonctions dea:^ y^ ^y**-) on pourra exprimer la variation totaU dk^ à 
laide des variations totales 

de o", jr^ ^vî et des variations propres 

des fonctions u, p, tv,... Effectivement, si l'on remplace dans la formule(a3) 
du § II la lettre s par la lettre A:, on trouvera 

puis, en posant pour abréger, comme dans le paragraphe précédent , 

(7) J[k=D„kAu-i-DJ(f\.v-hD„kJ\.w-h.,., 
on obtiendra la formule 

(8) c^A: = c/l* -H B^[k]&x + D^[k] ây 4- D,[k] âz 4-.... 
D autre part , si Ton désigne par les notations 

[kâx], [k&j'l [k&zl.,. 
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les fonctions de or, ^, z,..., dans lesquelles se transforment les produits 

quand on y considère w, i^, iv,... comme fonctions de j:, j^, z,..., on aura 
identiquement 

D, [k]&x 4- kB^âx = D,[*c^a:], 

, . / Dr W<?r -^ /^^r^J = Dr[*^J^L 

^ D,[k]&z +knjz = D/[k&z], 

d^« • • • 

Cela posé, on tirera de l'éqaation (5), jointe aux formules (8) et (9) , 



^s = I j 1 .„ <Kk..,dzdjrdx 

•^ .^ ^ <ti' ^ ^ 

-^ f f f •'{^:,[k&x]'^Djr[Â&/]-{'D,[k&z]'i'..,)...dzdxdx, 

Jx «^o •^x. 



ou , ce qui revient au même , 



,x ^y ^z 



^s = I I I ... k... é^dzdjdx 



x ^y ^z 



fil ''•iyx[k^^]'-'dzdjrdx 



(••) 



X ^y ^Z 



Ji / / ...Dj.[k&y\...dzdydx 



►X /.y ^z 



Jr r f ,..Dg[kâz]...dzdjdx 



-H etc.. . 



Il nous reste à prouver que la formule (5) ou (i i) saccorde avec la for- 
mule (a8) du précédent paragraphe. On y parvient facilement en suivant, 
comme nous allons le faire, la marche adoptée par M. Sarrus dans le Mé- 
moire déjà cité. 
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$ Vn. — Comparaison des formules établies dans les troisième et quatrième paragraphes, 
Diffiétentiation d'une intégrale multiple, relatipement à une variable distincte de celles aux- 
quelles se rapportent les intégrations. 

Pour pouvoir aisément comparer entre elles les formules générales établies 
dans les paragraphes précédents, il est d'abord nécessaire d exposer les règles 
de la différentiation d une intégrale multiple relative aux variables x,^, z^,., 
par rapport à une autre variable t. Or, ces règles se déduisent immédiate- 
ment de la formule (27) ou (28) du § V. En effet, soit 

(i) j=/ / I . , , k...dzdj(lx: 

Jx •^^ «^c 

une intégrale multiple, dans laquelle A* représente une fonction donnée, non- 
seulement des variables X, j% z,... auxquelles les intégrations se rappor- 
tent , mais aussi dune autre variable / ; et supposons encore que x , x repré- 
sentent des fonctions de ^; t^, y des fonctions de x et de ^; «, z des fonctions 
de:r, ^, t\ etc. 

Pour obtenir la valeur de 

dfS = DfSdty 

ou , ce qui revient au même , la valeur de 

il suffira de chercher la variation as de l'intégrale ^, en considérant t comme 
seul variable dans les fonctions représentées par les lettres 

*» x; -y, y;*, z;...,A:; 

puis de remplacer chacune des lettres caractéristiques c^, efl parla lettre carac- 
téristique Dt dans la formule (27) ou (28) du $ Y. On aura, en conséquenice , 

(2) DfS= j f f ...Dek,..dzdfdx 

•/« •'y •'» 

X = X pj pz X=:x AJ pZ 

-f-D^x I / 1 ...k,.,dzdj —DfX I I I ...k,..dzdjr 

XX /=y /.z rTL jr=y z 

D^y I / ..,k,.,dzdx-^ \ De-y I / ...k,..dzéx 

XX pj Z = Z pX pj Z = M> 

j D,z I .,.k.,.djrdx ^ \ I D,* | ...k...djrdx 

etc. 

i3.. 



( loo ) 

De la formule (a) on peut tirer immédiatement une autre formule qui sert à 
la réduction d une intégrale multiple dans laquelle la fonction sous le signe / se 
trouve différentiée par rapport à lune des variables auxquelles se rapportent 
les intégrations. En effet, si Ion intègre par rapport à ^ et entre les limites 

chacun des termes de la formule (8), alors, en désignant, pour abréger, la 
différence 

\ s -- \ s 
par la notation (*) 

/ = t 
'l s, 



(*) GeUe nouvelle notation , analogue à œlle dont les géomètres se servent pour représenter 
une intégrale définie , permet de rendre plus simples et plus concises un grand nombre de 
formules d'algèbre ou de calcul infinitésimal. Ainsi , par exemple, en vertu de la notation dont 
il s'agit , la formule 

^x 

dans laquelle on suppose m = f (x) , sera réduite à 



1 Djrudx=^ I il; 



pareillement la formule 






X -If 

dans laquelle on suppose i< = f (x, /), sera réduite à 



X -^ 

pai*eillement encore la formule 



J D.D^udydx^ I I ui 



r Ç f D.D.D,/i = f(x,y,z) + f(x,^,.) + f(oc, y,.) + f(-, V, /O 

^ X tf * 

— f («J iri *) — f («, y, r) — f (x, V» ^) — f (^» y» *) ? 

dans laquelle on suppose u =:/(x, j, z), sera réduite à 

P^ pj /»* a:=x }'r=v z = z 

/ / / D.D^D,u= I r I «: 

etc. 



( 10. ) 

on trouvera 



r=t /»t /»x i^y /«z 

(3) \ s= f j f f ...D,h...dzdydxdt 

D,x I j J^ ,..k...dzdydt—J D,x I / J ...k...dzdydt 
j Diy I 1 .,.k...dzdxdt — I I Drv | / ...k...dzdxc/i 

I I DjZ I ,..k...dydxdt — j j D|* | ... k,.. dydxdt 

+ etc., 
et par suite, eu égard à la formule (i), 

ni /»x /»y /»z r — t /»x /»y /»z 

(4) / f / / ...D^k*.. dzdjdxdt= I / / / '- k...dzdydvdt 

^l Jx ^A^ ^X, t = ï ^X •A^ *'* 

/t wt=:x /«y /tz /»t X=je /»y /»z 

DjX I / / ...k...dzdfdt+ j D|« I / I ... k... dzdjdt 
'if V 

/.t /.x j=y /.Z /.l nx 7 = -y ^Z 

— 1 / Diy I I ...k...dzdxdt+ j j Dj^ | l ... k... dzdxdt 

/•l /»x /»y z = z /»t /»x /«y z = « 

— 1 f I D|Z I ...k...dydxdt'i' j j I D,» | ...k... dydxdt 



— etc. 



D'ailleurs, il est clair que les deux dérivées D, x, D|« seront, avec x et x, des 
fonctions de la seule variable t ; que pareillement D,y, D^^^ seront avec y et if 
des fonctions des seules variables t^ x\ que D,z, D^x seront avec z et ^ des 
fonctions des seules variables t^ «x*,^, etc. Donc la formule (4) pourra en- 
core s'écrire comme il suit : 



( loa ) 

►t -oc -•¥ -« / = f AX /»y 



>l -iX -•¥ -« i=Z AX. /•y AZ 

(5) ^ 1 l" I ...k... dzifydxdt= I / / / '•'1^-"dzdfdxdt 

M *x «^y *^x •^x *^y •'x 

— / I ri ,..A:D,x...£/zrf^A4- I I / / ...kD,x...dxdrdi 



t /»xr= 



— Ij I r...kD,y...dzdxdt'i'l i \ j ...kD,^...dzdrdt 

M ax /»y z = z /»l /»x /«y z = * 

— / / / I ... *D|*...4rrfa:€&4- I I 1 | ...*D,x...rfrrfr A 

— etc. 

L'équation (5) permet de réduire facilement la formule (i i) du § VI à la 
formule (a8) du § Y. En effet, si, dans Téquation (5), on substitue à la va- 
riable / I une des variables a: , ^, z , . . . , et à la fonction k lun des produits 

kâxy kdjr^ kâz; 

alors, en désignant par les notations 

[k&x], [k&rl [k^z], 

placées à la suite des caractéristiques D^, D^, D,,. • • , les dérivées partielles 
de ces produits , considérés comme fonctions de seules variables x , ^, z , . . . , 
on trouvera successivement 

f f f .'l>.[kix]...dzifydx= I j f ...kdx...dzdy 



I / ...k'Dj,jdx...dzdx+ j I I ...kD,'^3x...dzdx 

/•x Ayz=zz fiz /.yz=* 

— il I ...A:D,z^jc...4rdb:+ I / | ...kli^ix...djdx 



X -y 

^^" ccc* • • * 



(6) 






"■" ccc. • . , 

z = z 

kiz — etc.... 



Jf ...D.[***]...*= I ••• 



etCt» 



( io3 ) 
P*autre part on aura 

* 

ij^sssy az j^==y /«z j^=y /»^ 

^y I / ,,.kâjr,..dz= I / ...kèf.., dz— \ j ...kây...dzy 

Z^=ZZ ZSSZ ZSS£ ! J 

I .,.k&z= I ...kiz^ I ...kâzj 



%Z L^ • • • • 



De plus , dans la recherche des quantités 

x=sx ^ ^z a:=« ^y ^z 

I I I ...k&x... dzdjr^ I I I ... kdx...dzdj^ 

qui représentent les valeurs de l'intégrale 

/ / ...k&x...dzdj'j 

correspondantes aux valeurs x et x de la variable x^ on pourra, en considé- 
rant cette intégrale comme une somme d'éléments, commencer par réduire, 
dans chaque élément , le facteur ^x du produit 

k&x 

à la valeur &x ou an que prend ce même facteur pour j? = x ou pour x = x. 
Une remarque semblable étant applicable aux intégrales de la forme 



/ ... k&jr... dzy etc., 
on pourra aux formules (7) substituer les suivantes 
I* I 1 ..,kâx..,dzdjr=z I I / ..,kâK...dzdf — \ j j ...k&x.^.dzdj-, 

(8)/ I / ... kâj ..dz= I I ...kâY,..dz— \ f ...k^i^.,dz. 



y=^ 



z=z Z = Z Z = r 

I ... A-cJ^z... = I ...Archs— | ...k&*y 
z=* 

elc... 



( ro4 ) 

En vertu de ces dernières, jointes aux équations (6), la formule (i i) du § IV 
donnera 



*^X ^(^ ^v 

^ = x ^y ^z a:=« ^y ^z 



I / / ... k&\.,. cizdjr ^ I / / ... kâx...cfzdjr 
-4- / I / ..,k{(^'-DjcY&x).,.dzda:— f \ j . ..k{&y--Dj.jr^x).,.dzdx 

y Z=Z 

-4-11 I ... A:(()^ — Dj,zc^x— DyZc^;^)...^rfx — etc. 



1> lo • • • • 



Enfin, puisque x et x sont indépendants de ^, j, z,..., tandis que ^ et y 
sont fonctions de x, » et z fonctions de or, ^ , etc... , il suit des principes éta- 
blis dans le § II que les variations totales 

&x^ âx^ (^y, (^y, c^*, e^z,... 
des quantités 

^9 ^ï '% y» *> z,.,. 

sont liées à leurs variations propres 

J\xj Jlx, cfi^, cA.y, c/l*, c/lz,... 
par les formules 

&x= J\x, d\=Jix, • 

etc., etc.... 

Donc Téquation (9) pourra être réduite à la suivante : 



( 'o5 ) 






x = x ^j ^z x = x ^y ^z 



I i i ...kJ\\,,. lizdy — I / / "'kJ\.x..,dzdjr 



J=y r^ r^ J=ir r^ 



/ I I ...kJiy..^dzdx -j j \ j ...k<fi^...dzdx 

f / I ...kJ\.z,..djrdx — j I I ..,kJ\^...djrdx 

C L^ • • • • 

Il y a plus; comme les variations propres des limites d'une intégrale mul- 
tiple , étant dues au seul changement de forme des fonctions qui représen- 
tent ces limites seront nécessairement , d autres fonctions de même nature, il 
en résulte, i^ que les variations propres 

Jlx, cTlx 

seront, avec .r et x, indépendantes des variables x, jr^ 2,... ; a^ que les va- 
riations propres 

se réduiront, avec i^ et y, à des fonctions de x; 3^ que les variations propres 

se réduirout ^ avec ^ et z, à des fonctions de x, jr^ etc.... Donc la formule (f i) 
pourra être réduite à la suivante 

y /•* 



(12) as := I I I .,.J[k...dzdjrdx 



X^=^X ^y rtZ Xsszx 



-f-«/lx I / / ...k..,dzdj ^Six I I / ..,k,..dzdf 
Jly I I ... k.^dzdx— I efi^i \ j .,,k...dzdx 

XX /»y z=zz r^ r^ z=* 

/ Jlz I ...k...djrdx — j j J\,zr \ ...k...djrdx 

-+- etc., 
c est-à-dire à la formule (28] du § V. 
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§ VIII. -^ Sur la variation partielle qui^ pour une intégrale définie y simple ou jnultiplr , 
correspond aux variations propres des /onctions renfermées sous le signe f. 

Soit , comme dans le § V, 
(i) j= I I I ...k...dzdjrdx 

/x *^^ **^z. 

une intégrale définie multiple, dans laquelle on ait 

(a) /: = f(x, y, r,. • ., m, i/, iv,. • .)f 

les limites t^, y pouvant être des fonctions quelconques de x^ les limites z, z 
des fonctions quelconques de x^ jr^.. ; et u^ v^ (c^,... désignant des fonctions 
de Xj y y £,.«. dont la forme puisse varier, tandis que la lettre f indique, au 
contraire, une fonction de forme invariable. Si Ton nomme 

JIA: et êis 

les variations partielles de s et de A*, correspondantes aux variations propres 

des fonctions f/, i^, î^^v^ ^^ aura, en vertu de la formule (a4) du $ V, 



(3) J\s = J j j ...J\k...Hztty{fx^ 

la valeur de <AA' étant 



(4) M ^ n^kAu -h D^kJii^ -h D^kcfiw 4-.... 

Or, en général , dans les problèmes dont la solution est lobjet du calcul des 
variations , les fonctions 

que renferme l'expression f (jc, j, z,... , «, v, iv,...), ne sont pas toutes in- 
dépendantes entre elles, et plusieurs de ces mêmes fonctions se déduisent 
des autres, à Taide de différenliations relatives à x, à /, à 2, etc. Cela posé, 
l'expression 

devra êlrc censée renfermer généralement, a\ec ceiiaiues fonctions, 

w, V, TV,..., 



( »07 ) 

dont les formes pourrout varier arbitrairement, les dérivées partielles de ces 
fonctions par rapport kx^ j^ z,.... Soit r Tune quelconque de ces dérivées, 
en sorte qu on ait , par exemple, 

La fonction r se réduira simplement à la fonction Uj lorsque les nombres 
entiers /, m, /i,... se réduiront à zéro ; et le second membre de 1 équation [[{) 
se trouvera représepté par une somme de termes de la forme 

mais relatifs, les uns à la fonction £/, les autres aux fonctions v^ h*,..., qui 
pourront être successivement substituées, dans la formule (5), à la fonction 
u. En conséquence , on pourra écrire Téqualion (4) comme il suit 

(6) JIA = 2 lirkJir 4- etc. , 

le signe ^ indiquant une somme de termes delà même forme, et relatifs à la 

même fonction £/, mais à divers systèmes de valeurs des nombres entiers 
/, m, 77,.... Si, pour plus de commodité, Ion pose 

! 'équation (6) se trouvera réduite à 

7) Ak =^l\Jir -\' etc. 

Concevons maintenant que, la valeur de r étant déterminée par la for- 
mule (5), on nomme 

les accroissements infiniment petits de u et de r, dus seulement à un chan- 
gement de forme de la fonction e/, et correspondants à laccroissement infi- 
niment petit i d'une quantité dont la variation serait prise pour unité. La for- 
mule rS) entraînera l'équation 

r -h Ar = DiD;"D;'... [u -4- Aw), 
et, par suite, 1 équation 

14. 



( 'o8) 
de laquelle ou tirera, en divisant les deux iiienibr<-s |<ai' e, 

- = D:D:r): ..-. 

1 - t 

Si, dans cctle dernière, on fait converger e vers la limite zéro, on verra 
les rapports 



i ' 



converger vers les limites correspondantes 

et ion trouvera définitivement 
(8) <Ar = DlD;D:...Jiii. 

Au reste, la formule (8) |)eut se déduire directement d un principe pi*écédem- 
ment établi [voir le § IV], et en vertu duquel ou. peut intervertir arbiti*ai- 
rement Tordre des deux ou de plusieui*s opérations indiquées par des caracté- 
ristiques qui servent à exprimer, les unes des variations partielles, les autres 
des dérivées partielles. En effet, en vertu de ce principe, on aura 

(9) </lDiD;D;.. « = DiD;Di...JU/; 

et, pai- suite, la formule (5) entraînera la formule (8j. 

Si Ton substitue la valeur de JXvy déterminée par la formule (8y, dans Té- 
quation (7), on trouvera. 

(10) M =:^^D',D';D ,.J\u^ etc.; 

puis, eu égard à cette dernière, on tirera de la formule (3) 

(,,) j{s= f f f . .yt(Di\):]y:...Jiu,..dzdj(/jr+vu,. 

•^a *^ij ^z 

OU, ce qui revient au munie, 

(i9.) c/u = 2) / j I ...Ki>:i>;r);'.../i//. .dzdjda. -\- eu-. 

Si les variables 



t \ » • • 



( '«9 ) 
se rédiii<^nt à uni; seule x, on aura simplemeut 

(i3) ^^ = 2/ RDx^«^^-+- 



Daiis chacune des équations (12), (i3), nous n avons mis en évidence que 
la somme des termes relatifs à la fonction u. lies autres sommes, qui de- 
vront être ajoutées à celles-ci, seront de même forme | mais relatives aux 
fonctions t^i u% 

Il importe d'observer que, dans la plupart des termes qui composent les 
st^conds membres des équations (la) et (i3), les variations propres 

des fonctions 1/, (^, (v,..., se trouvent engofjées sous les sif^ues caracléris- 
riques D^, D^., D^,.... Mais on peut, à laide d'inté{jrations par parties, faire 
en sorte que ces mêmes variations soient, dans cbaque intéfjrale simple ou 
multiple, débarrassées de quelques-unes des caractéristiques 

^xf Vr» «' • • • ' 

savoir, de celles qui indiquent des différcntiations partielles relatives aux va- 
riables par rapport auxquelles les intégrations s'effectuent. C^st, au reste, ce 
que nous expliquerons plus en détail dans le paragraphe suivent. 

§ IX. — Sur /es réductions que l'on peut effectuer, à l'aide dUntégtxitions par parties y dans 

les variations d'une intégrale définie, simple ou multiple. 

Les réductions qui sont lobjet de ce paragraphe se déduisent aisément 
de quelques formules ti*ès-simples, que nous allons rappeler en peu de mots. 

Concevons d abord que Ion représente par k une fonction des deux va*^ 
riables or, ^; et nommons [k] ce que devient k quand on y pose 

j = y. 

y étant une fonction donnée de x. On aura identiquement 

r=y 

[k] = I k; 
et la valeur de la dérivée 

D4A1 

sei*a fournie par une équation analogue à chncnne des formules (i/|) du §111. 



(,io) 
Rffecti veinent, cette valeur sera 

pourvu que dans chacune des quantités 

D,À, D^k, D^jr, 

on pose j' == y. En d'autres termes, on aura 

D^ \ k= I D,A:4-D,y | D^A, 
ou, ce qui revient au même, puisque D^y est indépendant de jr^ 

Pareillement , si Ion pose j := ^^ ^ désignant une nouvelle fonction de jf , 
la valeur de ^, correspondante à la valeur tf de jr^ sera 



I A-, 



et Ton aura encore 



>) Dx I A = I ^xk H- I D.AD^y. 

Enfin , si Ton combine entre elles , par voie de soustraction , les formules 
' t) et (a\ alors, en ayant égard à Téquation identique 

.r=it j=v j=^v 
\ k - \ k = \ k, 

on trouvera 

y z=y v=y jrzsy^ y=zij 

\ D, 1 A = I D^A -h I D^AD^y - \ D^AD^i,. 

Supposons à présent que, dans les formules (i ) et (a) du § VII, on réduise 
les variables ^, a*, j'^ z,... à deux. On tirera de ces formules, en remplaçant 
t. para: rt a: par^, 



ry ry , , ^==>' 

4) rj^j f^djr=J Djdr^ \ AD,y- 



k D,. ., 



( III ) 

11 est bon d observer que, si les fonctions 

k et D^Xr 

sont des fonctions continues de j entre les limites ^ = 4^, ^ = y, il suffira 
de remplacer, dans la formule (4), k par D^Â% pour reproduire immédiate- 
ment la formule (3). 

Concevons maintenant que, k étant une fonction des variables 

on représente par i^ et y deux fonctions données de x ; par c et z deux fonc- 
tions données de jc, y^ etc. Désignons d ailleurs par 

ou lexpression 

y = yj z = z 

I I ...A-, 

ou lune de celles qu on en déduit quand on remplace quelques-unes des opé- 
rations qu'indiquent les signes 

j = y z=z 

I , I , etc., 

y=^ ^=* 

par des intégrations effectuées relativement à y^ à z, etc., entre les limites 
écrites au-dessous et au-dessus de ces mêmes signes; en sorte que la seule 
caractéristique 

indique un système d'opérations auxquelles on doit soumettre successivement 
la fonction k. AIorsnA représentera, i® si les variables jc, y^ r.,...se réduisent 
à une seule variable Xj Tune des deux expressions 



I A, / kdx; 



y 

a*^ si les variables jc, y^ z,... se réduisent à deux, :r, y^ Tune des quatre 
expressions 

Y=j z=iz j==y /»y /»y ^ = ï /.y /•z 

I \ k, \ kHz, f \ krfy f j kHzcfy; 



I I Kl ) 

Daus tous les cas, on déduira aisément des foi mules (3) et (4) la valeur de 
la dérivée DrCA. Ainsi, en particulier, comme on tirera successivement do 
la formule -3). 

D, I I A- = I D, I A- + ( I kD^f- I D^ | AD,v, 

et 

z=z z = z z = z r=£ 

U, I A = I D,A + I ihkD^z - I D,AD,*, 

Zz=zz Zrziz. 

OU en conclura définitivement 

^ = V2 = z j' = yz = z 

(5-, D, i I A = I I D,A 

j = y z = z >' = a z=z 

+ I 'Dy I AD,y - I D, I AD^y 

)=yZ = Z J = JZ = i 

+ I I D,AD^z- I I D,AD,». 
Ail contiairô , ou tirera de la formule (4) 
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Dr r f kHzfly=Ç f D.kdzfijr 



-^ I J AD,jr/z - I r kD,,,dz 

-I- / I AD.,z^/j^- / 1 AD,»^^. 

Ëufiu, on tirera de la formule (3), combinée avec la formule (4), nou^ 
seulement 

_y=y r^ . j=y 

7) 



D, I I kdz- \ 1 D^kdz 



- ! D,./ AD,yrf: - i D^ / AD,,,//2 
■ I ■ [ AD^z - I I A;!),., 



ii3 ) 
mais encore 



s: 



D,/ I kdr= r I D.A^j 



-f-" I I kD^Y - I I AD^t, 



.yz=zz 



YZ=:z 






licnéraiement, co vertu des formules (3) et (/j), la déiwée île D^» relative à x, 
ie composera de plusieurs termes dont on obtiendra le premier en rempla- 
çant ^sous les signes J ou I ^ la/onctionk parsadériweDjc k. Lesautrestermes 
se grouperont deux à deux, de telle sorte que les dis^ers groupes correspon- 
dront aux diverses variables jr, Zy.., distinctes de Xj et qnCj dans chaque 
groupe^ les deux termes précédés , [un du signe -f-, l'autre du sigiu: — • , 
correspomlrontj l'un à la limite supérieure, l'autre à la limite inférieure 
d'une même variable^ Ajoutons que les divers termes seront, aux signes 
près, de mêmes formes; et que, pour obtenir tun deux, par exemple le 
terme correspofidant à la limite supérieure y de la variable jr, on devra , 
en vertu de lajormule (3) ou (4), substituer, dans la valeur donnée de nA , 
h produit kDrJ' à la fonction A:, en remplaçant ou le signe 



/ 



I p«»' I '^^ 

ou te signe 

.y r=y 

par I , 

y 

et supprimant d ailleurs, dans le second cas, la différentielle dj. 
On poiuTait concevoir que, dans la caractéristique G, les signes 

r=y z=z 
y=y z=zz, 
fussent modifiés séparément ou simultanément, de telle sorte que le premier 

y=y 

se trouvât réduit à un signe de laforme | , ou le second à un signe de la 

z=z 
forme | , ... . Aloi*s, dans la valeur de D^aA% calculée à Taide de la règle 
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qae nous venons d énoncer, on devrait réduire à un seul les deux termes 
correspondants aux deux limites d'une même variable, et conserver seu- 
lement, dans le premier cas, le terme correspondant à la limite y de la 
variable j^, dans le second cas le terme correspondant à Ih limite z de la 
variable 2, etc.... 

La dérivée D^^nA:, calculée comme nous venons de le dire, se composera 
généralement de termes dont chacun sera de lune de» formes que dA: pour- 
rait prendre, à cela près que la fonction k se trouvera remplacée par une 
autre, et que la lettre caractéristique 

D^ ou D„... 

pourra se trouver interposée entre deux signes de substitution ou d'intégra- 
tion. Mais il est bon d'observer que, dans ce dernier cas, on pourra, en re- 
courant de nouveau à fa formule (3) ou (4), se débarrasser de toute caracté^ 
ristique D^ ou D^,... qui précéderait un ou plusieurs signes de substitution ou 
d'intégration. Ainsi, par exemple, pour se débarrasser, dans la formnle (5), 

de la caractéristique D^ qui précède le signe | , il suffira d'observer que 

S = z 

Ton a, en vertu de la formule (3), 

et par stiite 

y = y z = L jz=zy z = z 

I D^ I AD,y= I I D^AD;,y 

-Z= * Zz= z 

y = Tz=Z J=yz=:z 

y = y z = z j=^z=z 

jr=:y Z = Z J='f Z = z 

Pareillement, pour se débarrasser, dans la formule (7), de la caractéris-^ 

Xz 
,. il suffira d'observer que roii 



(9) 



( 'i5) 
a , en veiiu de la formule (/j}, 

Z Z X» ""^ Z Z ""^ • 

D^r kdz= f D,k(iz+ I AD^z- | /tD,., 
itt pat' suite i 

m 

j =y /•/- J = v /« 

-+- -1 I AD^zD^y- I 1 ADjzD^y, 



lo) 



J~yi 



I * Dj, / AD^yrfe— . I J D^AD^yrfs 

I I À-D^zD^i,-" I I ifr^xD^r,. 

A laide de semblables opérations , répétées autant de fois qu'il sera néces- 
saire, on finira évidemment par obtenir une valeur de DjgOk composée de 
termes dans chacun desquels les signes de substitution ou d'intégration ne 
seront plus jamais séparés les uns des autres par Tune des caractéristiques 
D^, D...... On trouvera ainsi 

(il) DxUk = nD^A4-n,/-, 4-a„A-„H-..., 

en désignant par 

des fonctions rationnelles de 

et de 

D^y, D^z...., DyZ, 

qui seront linéaires par rapport a 

tandis que les caractéristiques 

désigneront des systèmes d'opérations pareils à celui qu'indique la caracté- 
ristique D, à cela près que dans le passage de n ào,, ou à D^,.- ^^ pourra 

i5. 



jttbstituant , par exemple, au 






•=V 7='.» 

; - I , 






^ :4K^*i *"«* '^ différentielle dj. Ajoutons que, dans 
^ - i ^ eli\.., la dérivée D^Ar se trouvera toujours pré- 



I> I , 



^^j^g^ jïMs \^ s«g«*- / d une intégration relative à la variable j ; 
,^}|^f.«iM«t b dérivée D^A* se trouvera toujours précédée de Tun des 



** — — £ê jLt —— Z 

I, I, 



kjMMts oMtîatf»'"** «*"* '•* "'S"® / *^ ""^ intégration relative à la variable s ; 

l^kMH^^voiis à pi-ésent que Ion intè{}re, par rapport à la variable x, el 
^tir N IJuiitw 

Us deux membres de la formule (i). Alors, en posant, pour abréger, 



II») 


K 




on trouvera 




•^ 


(i:î) 







("7) 

et par suite 



(i4) I nD^*r/jc= I dA-k. 



Or, comme, dans le second membre de la fonniile (m), k^^ it,,." représen- 
tent des fonctions linéaires de. 

il est clair qu'en vertu de Téquatioa (i4)> Tintégrale 



i nD^kdx, 



dans laquelle la dérivée Dj.k reste engagée sous le signe / d\uie intégration 
relative à j:, se trouvera transformée en une somme de termes dont aucun 
n'offrira plus cette particularité. 

Au reste, une transformation analogue est applicable à Tintégrale 






que Ion obtient en remplaçant dans la précédente l)j.k par le produit 

et eu supposant que le premier facteur R représente une nouvelle fonction 
de x^ jTf Zy.,.. En effet, comme on aura 

D,(RA:) = RD,A:4-*D,R, 

et par suite 

(i5) RD,A = D,(RA)-AD^R, 

on en conclura 

(i6) J n(RD,A:)//x= r nD^(RA:)tir- r 3{kï)^K)c{x. 



« •'JC 



D*autre part, ou tirera de la formule (lo) , en y remplaçant A* par RA* , 

(17) / nD,(RA')r/x = " I ■ n(R^)-3<', 



(118) 

iX désignant une somme criijté{{rales relatives à x^ mais dont aucune ne ren- 
fermera Dr A' sous le signe /. Donc la formule (i6) donnera 

/»x a: = X n% 

(i8) / a(RD^*)^j:= I n(RA)-^- / n[kli Ji)dx. 

Or^ I équation f i8) transforme évidemment Tintégrale simple ou multiple 

rn(TiD,k)dx, 

^x 

dans laquelle la dérivée D^A* se trouve engagée sous le signe/, en une somme 
de termes dont aucun n offre plus cette particularité. 

Il importe d'observer que les formules (i i), (i4) et (17) peuvent être éten- 
dues au cas où, dans la caractéristique D? on substituerait, simultanément ou 
séparément. 

• y , y V 

au signe | , lun des signes | , | ; 

If 

z z c 

au signe | , lun des signes | , | , 

etc. 

Dans le cas particulier où Ion a dA: =A, les termes représentés dans la 
formule (i i) par Q^A",, n^A:,,v» se réduisent évidemment à zéro, avec les som- 
mes représentées par K et par DC dans les formules (i4) et(i8). Donc alors, la 
formule (18) se réduit à Téquation connue 

(19) f KD^kdx = I R^ - r kDJidx, 

*^x X = x *^x 

à Taide de laquelle s'effectue Imtégration par parties, appliquée à une inté- 
grale simple. Or, cette opération consiste précisément à transformer une in- 
tégrale simple 

r RD^Arfr, 



( 1*9 ) 

dans laquelle la dérivée D^A' d'une certaine fonction A, différentiée par rap- 
port à a:^ se trouve engagée sous le signe/, en une somme composée de deux 
termes dont aucun ne renferme plus cette même dérivée; et, comme lequa- 
tion (i8) fournit une transformation semblable de l'intégrale 



I n(RD,A-)rfjf, 

oc 



nous pouvons dire que cette équation est, pour l'intégrale dont il s agit, la 
formule d 'intégration par parties. 

Parmi les applications que Ton peut faire des formules (i4) ^t (i8), on doit- 
remarquer celles qui correspondent aux cas oii Ton suppose 



-]A: = I A, ou bien nA = / kdj'. 



Dans la première supposition , Ion a 

r=v 
gD,A = 1 'D^A. 

D'ailleurs, on tire de l'éqnation (3) 

I D^A = D^ I A- I D^AD^j + | D^AD^y. 

En intégrant par rapport à x, entre les limites x et x, les deux membres de la 
dernière équation, multipliés par rf.r, on obtient, à la place de la formule 1 4), 
la suivante 

Xzj=y x=:x j=y 

I H.kdx =1 I A 



- f I D^AD^ydLrH- r | D^ÂD^^jcU; 



puis, en remplaçant A par R A, et ayant égard à l'équation (iG), on trouve 



I RD^Arfa:= | | RA - / | AD^^R 



dx 



- r I D^(RA)D,yr/a: 4- r | D^(RA)D,,jr/jr. 



( 'ao ) 

ËfiHn , comme on aiiia oon-seiilement 



et 



m<iis aii^si 



}=y J'=y J'=y 

I AD,R = I A:D,R ~ I A:D,R, 



D^.:R*)r= RD,Jfc -h)tD,.R, 



(D,R^n^RD,y) = D, | R, 



et 



\DrR + D,RD,,o = n/ I \; 



oïl trouvera encore 



;>i I I RD^Arfr= | | RA 

I RDj.A:D^y^j:+l | RD^.AD,irc& 
- / ^ I A.D^ I R<*r+ / I AD, | Rr/r. 

Si , dans la formule (a I ), on remplace le signe | par le signe | , on aup^ 

simplement 

J»x 1= V a=x j=y r^J'=y 

I RI)^Av/jc= I I RA~/ I RD^A:D^yr& 



-J I AD, I Hf/jc. 



Dans le cas où Ton suppose 



zk= fkdr, 



on a 






( lai ) 
D ailleurs, on tire de Féquation (4) 

En intégrant par rapport à x^ entre les limites oc, x, les deux membres de la 
dernière équation, multipliés pai* dx^ on obtient, à la place de la formule ( 1 4 ), 
la suivante 

a:=x 



(a3) f Çïi^kdjdx z=z \ f kdj 



qui est évidemment comprise , comme cas particulier, dam la formule (5) du 
§yil; puis^ en remplaçant k par R/r, et ayant égard à Féquation (i6), on 
trouve 

(a4) r rRIi:ckdjrdx= \ f^^kd^^^f j kD^^Bd^dx 

rj^=y /•xj^=V 

I R k D^yrfjr -+- / \ Rk H^r^dx. 

Les formules (ai), (îia), (24) sont celles que fournit Tintégration par par- 
ties, appliquée aux expressions différentielles 



y 



I RH^kdx, I RD^Aûtr, i \ R\i^kdj\dx, 



Il est maintenant facile de voir quelles sont les réductions que Ion peut 
effectuer 9 à laide d'intégrations par parties , dans la variation d une inté- 
grale multiple s^ relative aux variables x, j^ h'^j ^^ spécialement dans la 
partie de cette variation qui dépend des variations propres des fonctions ren- 
fermées sous le signe /. En effet , soient 

ces fonctions ; 

jc et x, ^ et y, » et z 

les limites des intégrations relatives à jc, jr, z,.,., et J\.s la partie de c^^ qui 
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( laa ) 

correspond aux variations propres 

des fonctions u^ i^, tv,."* D après ce qui a été dit dans le paragraphe précé- 
dent , on aura 

(a5) As = ^f j f ..1\T)'^D;l>:..'Jiu...dz(fydx -h etc., 

c'est-à-dire que Jis se composera de ternies de la forme 
(26) f j r...RD;D;D;...cAM...rfa^rfr, 

R désignant un facteur qui renfermera or, j'y z,..., u, \fj fv,..., etpouri*a être 
considéré comme fonction des seules variables Xy y^ Zy... Or, en vertu d'in- 
tégrations par parties, effectuées à Faide de la formule (18), on pourra tou- 
jours réduire rintégrale(2i) à une somme de termes dont aucun n offre, sous 
le signe /dune intégration relative à une variable donnée, une dérivée de 
ef{u relative à la même variable. C'est , du moins, ce que Ton démontrera 
sans peine à Faide des considérations suivantes. 

Concevons d abord que Ion pose , dans l'équation (18), 

k = Dr'D;D;...Jl//, 

et 

n/r = / / ..,k...dzdjr. 

Aloi*s cette équation transformera l'intégrale (21) en une somme de termes qui 
lenfermercNit la variation propre Jiuj toujours affectée , sons le signe / , 

de la caractéristique Dt" ; sous le signe / , de la caractéristique D^' ; sous le 

signe / , de la caractéristique D;, etc. Mais, à laide de nouvelles intégra- 
tions par parties, effectuées encore à laide de la formule (18), on pourra ré- 
duire successivement la caractéristique Di"' aux caractéristiques 



(ia3) 



et luéme faire disparaître finalement, sous le signe I , la caracléristique D^^f 
appliquée à la Tariation J{u. Après cette disparitron, on pourra, en opérant 
toujours de la même manière, réduire successivement, sous le signe l , la 
caractéristique D^ aux caractéristiques 



"i» 



puis faire disparaître , sous le sign^ f , la caractéristique D^; et continuer 

ainsi jusqu'à ce qu'aucun terme ne renferme, sous le signe dune intégration 
relative à une variable donnée, une dérivée de J\u relative à cette variable. 
Cette méthode de réduction, appliquée non-seulement à l'intégrale (a6), mais 
encore à chacune de celles que peut contenir le second membre de Téqua- 
tion (a5) , fournira la valeur de J\s sous la forme qulT convient de lui donner 
dans la solution des problèmes auxquels on est conduit par le calcul des va- 
riations. Il est bon d observer qu après le9 réductions opérées comme on 
vient de le dire, les dérivées de <Att, cA.p,..., relatives à x^ ne pouvant être 

précédées du signe I , se trouveront Décessairentent précédées de Fuii des 

signes 

jr=x x=x ap=x 

1. \f I , 

puisque la valeur de chacun des termes renfermés dans Jis doit dépendre 
non de la variable ^, mais des limites x, x. Pour une raison semblable , les 
dérivées de Jli/, Jl<^,. •> relatives à jr^ devront être précédées de Fun des 
signes 

\ y I, I ; 

les dérivées de «[li/, A<^,..., relatives à la variables, devront être précédées 

de lun des signes 

x=s s=* z=z 

K I , I ; 

etc. 

i6. 



( '^4 ) 

Il est bon d observer encore que toutes les réductions indiquées se dé- 
duisent de la formule (i5), jointe à la règle qui sert à déterminer la valeur 
générale dune expression de la forme D,nA. Donc, cette formule et cette 
règle offriront toujours le moyen de réduire un terme quelconque , pris au 
hasard dans la variation d'une intégrale multiple, à la forme convenable. 
Pour vérifier cette assertion sur un exemple , supposons que, Imtégrale mul- 
tiple s étant relative à trois variables jc, jr, z, la fonction sous le signe/ ren- 
ferme, avec jc, jr, z, une fonction u de a:, ^,2, et ses dérivées des trois 
premiers ordres, par conséquent la dérivée du troisième ordre 

Alors rf\s renfermera un terme delà forme 

fil ^Ardzdjdx. 

Il y a plus: si la fonction sous le signe /, dans Tintégralc donnée, dépend 
imi(jueuient de jc, j^ z et r, on aura simplement 

;^H cks =f r r^Ardzdjdx, 

ou, ce (jui revient au rnême, eu égard à la formule (^7;, 

Ôi , pour réduire cette valeur de cfis à la forme convenable, il suffira de re- 
( ourir à la formule (i5) et à la règle qui fournit la valeur des expressions de 
la forme Cinx^î en opérant comme il suit. 

On aura d'abord, en vertu de la formule (i5), 

RD,Dj.DMw = D,(RD^DM«) - D^RD^D,J\//, 

n, par suite, 1 équation (29) donnera 

,:\o)c)[s=J y y\y,{^Y)y[y,J\u)dzdydx-^P r i '^\}^\Uy\},<i,lidzdJda:. 
Dr plus, en vertu do lo règle ci-dessus rappelée, Tintép^rale 



j fD^{^\\DJiu)dzdj 





( i«5) 
représentera le premier terme de la valeur de lexpression 



On aura effectivement 



Dor f r^T)yD^Jiudzdy. 



D^ f rRDyï)^J\udzdf=jrD^{Rl)yD^Au)(ixdi 






=y /« y='^ /« 



•y ^ = z /»y z = 

I RD,zD^D,<Att^- / 
puis on en conclura 



r rD^{RDyl)^J{u)dzdy==D:,r ^^D^l),cf\,udzdJ 
- I / RD^yD^D^Jlwrfz-h | j RD^t^D^D, Jb/rfz 

rz = z /»y 5f = t 

I RD^zD^D^Jlwrf^H- / I ^D^:>DyD^Audj; 



et, par suite, en intégrant par rapport à Xj entre les limites x, x, chaque 
terme multiplié par dXj on obtiendra Téquation 



\A 1 D,(RD^D^Jlw)rfzrfr^^= I / / ^Hy^^z^udzdy 

^x ^V( *^t X=x*^^ ^z 

- j il RD^yDjrD^Audzdx-h / | m)^^^D,D,Andzdx 



ny z = 7i /»x /»y z = * 

I RD^zD^lXJl?/^^te-h / r I RD^xD^D^c/lw^^o-, 

évidemment comprise comme cas particulier dans la formule (5) du cin- 



( "6) 
quièine paragraphe. Donc l'équatioa (3o) pourra être réduite à la formule 



X=x^'^ ^x, ^sc «^y *fz 

-/ / I RD^zhyU^Jiudjdx -h I 1 I HD^zDyD^Auifydxj 



'^r * ^^ 



dans laquelle aucua terme du second membre n offre la variation propre 

J!\,u précédée delà caractéristique D^^, sous le signe / dune intégration re- 
lative à la variable x. 
Si maintenant on veut faire en sorte qu aucun terme ne renferme la varia- 

tion Au précédée de la caractéristique D^, sous le signe / d'une intégra- 

tion relative à la variable^, il suffira de recourir de nouveau à la formule (i5) 
et à la règle ci-dessus rappelée; ou^ ce qui revient au même, il suffira de 
recourir aux formules (22) et (a4) desquelles on tirera 

r rtiDjrD,JMdzdj= I r RD Audz^ f jD^RD^Jiudzd/ 









/ I RD,.D,D,<ft«^= I I RD,.D,Jt« 

- r I RD,. Dy .DM«^ - r V\ ^ 7 *R D, J ' T * D, Ji« df ; 
et, par suite, 

(3a) JU = I I / RD,Jl,«rfr. 

- I / 1 RD^zD,Jl,arfr+ I / I ^DyzT),Sluffj 
( I RD,zD,Jl,acfcc-l- / | | RD,,D,«fiï/r/.r 



X 



jr="^ ''« r=ir 



/•x /•yrz= z / iz = z \~]^=z 

J/»x /»yz = z /«x A^ z=^t> 



( ia8 ; 

liûfiu, si Ton veut faire en sorte que, dans les valeurs de J[5, aucun terme 
lie renferme la variation Slu^ précédée de la caractéristique D^, sous le signe 

I d'une intégration relative à z, il suffira de recourir à la formule (i5)et 

à la règle ci-dessus rappelée, ou, ce qui revient au même, à laformulé (19), 
de laquelle ou tirera non-seulement 



rz = Z /»Z 



Z = 'L 



z. Z = i •^i 



Z=Z 



^t z =z «^* 



mais «encore 



rz = z /*Z 

et, par suitu , 

[yi] Jis= \ I I RJiu-j I I D,RJi«fte 
r = x /•y2=x a!=xj = y /.z 

- I ( I Dj.RJlw^- I I / DzRJludz 

X=x*^\^ Z=z. X = xy=i^*^z, 

r\jz=y z=^'L /%xjr=i^ z=z 

1' I RD^yDyJiwrfx-f- j I I RD^iiD^Sludjc 

*^x Z-=.z *^x Z=z 

^xj^yz = z ^y=yz = z 

- / I I RD^zD^Jludx-h j I I RD^tD.Sludx 
c = x r*yz = z x = x /»yz = * 

- I ) I RD^zD,Ji«rfj+ I / I RD^.D.Ji«Jj 



( "9 ) 



I / DsBB:,yD,Jiudzdx— j | j ï),RD:,yDyJindzdx 






X "'V * '^ 



4-1/1 D^D^RJiw^^^/r-*- f I / DxD,RJl?/rfzrfa: 

/»x /»yz=rz /»x /»y /»z 

Si Ton supposait simplement 



(34) 



= I / I rdzdydx^ 

^x */t^ •^x 



la valeur de r étant fournie par Téquation (27), ou, ce qui revient an même, 

(35) s=z f C Ç H^jyyjy^udzdydx, 

^x */i^ «^x 

alors on trouverait 

R = i, 

et, par suite, Téquation (33) se réduirait à la suivante 

a:=x y=y -^ = 36 

(36) J\s= I I I caw 

x^=x jr=^ z=:z 

I I D^yByJiudx-h I I I D^iiDycfiudx 
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( i3o ) 

Les diverses formules obtenues dans ce dernier paragraphe ne diffèrent 
pas, au fond, de celles qua obtenues M. Sarrus. Seulement , elles se trouvent 
simplifiées par lemploi de la notation à laquelle nous avons eu recours, en 
écrivant les deux valeurs que reçoit successivement une même variable en 
haut et en bas d'un même signe de substitution ("). 

Nous bornerons ici , pour le moment, l'exposition que nous voulions faire 
des principes généraux qui nous paraissent devoir servir de base au calcul 
des variations. Dans dautres Mémoires nous développerons ces mêmes 
principes , et nous les appliquerons à la solution de divers problèmes. 



(*) Ayant eu Toccasioa de parler à M. Sarrus de ces nouvelles recherches relatives au 
calcul des variations , et de la notation que je propose , j*ai appris de lui que l'idée d*accoler 
à un signe unique deux valeurs particulières d^une variable , pour exprimer la différence 
entre deux valeurs correspondantes d'une même fonction , s'était aussi présentée à son es- 
prit. Mais cette idée , et les formules que M. Sarrus avait obtenues en la réalisant , n'étaient 
ni transcrites, ni mentionnées dans le Mémoire couronné par l'Académie. D'ailleurs, la nou- 
velle notation se trouve complètement en harmonie avec celle qui est aujourd'hui générale- 
ment adoptée pour la représentation d'une intégrale définie, prise entre deux limites données. 



( »3' ) 



Sur le mouvement de rotation variable et un point qui représente, dans 
un plan donné, la projection d'un autre point doué, dans f espace, 
d'un mouvement de rotation uniforme autour d'un certain axe. 



Supposons quun point mobile A tourne autour d'un axe fixe OCV, de 
manière à décrire un cercle autour de cet axe. Supposons encore que la 
vitesse du point mobile soit constante, ou, en d'autres termes, que le mou- 
vement du point soit ce qu^on peut appeler un mouvement de rotation uni- 
forme. Rapportons les différents points de Tespace à trois axes fixes et rec- 
tangulaires. Prenons pour origine des coordonnées un point O de Taxe de 
rotation , et supposons chacun des demi-axes des coordonnées positives di- 
rigé dans un sens tel que les projections du point mobile A sur les plans 
coordonnés soient animées de mouvements de rotations directs autom: de 
lorigine. 

Enfin 9 soient 

r la distance du point mobile A à Torigine des coordonnées; 

s la distance du même point à Taxe fixe OO'; 

Cl) la vitesse absolue du point A; 

it sa vitesse angulaire autour de Taxe OO'; 

X, jm, V les angles que forme avec les demi-axes des coordonnées positives, 
Taxe fixe prolongé à partir du point O, dans une certaine direction OO' 
choisie de manière que le mouvement de rotation ait lieu autour de cet 
axe de droite à gauche. 

Soient de plus, au bout du temps t^ 

XjjTjZ les coordonnées du point A; et 

u, Vywhs projections algébriques de la vitesse u sur les axes coordonnés. 

Concevons d^ailleurs que la vitesse absolue o et la vitesse angulaire \i 
soient représentées, la première, en grandeur et en direction , par une 
certaine longueur AB portée à partir du point A sur la tangente au cercle 
que ce point décrit; la seconde, en grandeur seulement, par une lon- 
gueur OC portée sur Taxe de rotation et à partir du point O dans la direc- 
tion OO'. On pourra , en prenant un point quelconque de Tespace pour 

ï7- 



( 13=» ) 

centre des moments, construire le moment linéaire de la vitesse angu- 
laire » représentée par la longueur OC. Cela posé, il est clair que la vitesse 
absolue (ù , mesurée par le produit 

et dirigée suivant un plan perpendiculaire au plan AOG^ de manière à faire 
tourner le point A de droite à gauche autour du demi-axe OG, coïncidera 
en grandeur et en direction avec le moment linéaire de la vitesse angu- 
laire ii. Donc, les projections algébriques 

Uy ^, TV 

de la vitesse (o seront équivalentes aux projections algébriques du moment 
linéaire de la vitesse ». Mais ces dernières projections changeraient évidem- 
ment de signe , si Ion échangeait entre eux le centre des moments A et le 
point O à partir duquel se mesure la longueur destinée à représenter la 
vitesse ». Donc, les quantités 

w, i^, fV 

seront égales, aux signes près, aux projections algébriques da moment 

linéaire de la vitesse », si, en prenant lorigine pour centre des moments, on 

représente la vitesse » par une longueur portée à partir du point A dans une 

direction parallèle à OO'. Mais alors, cette longueur ayant pour origine le 

point dont les coordonnées sont or, j'jZ, et pour projections algébriques les 

trois quantités 

»cosX, »cosjui, »cosv, 

le moment linéaire de la vitesse » aura lui-même pour projections algébriques 
les trois produits 

»(^cosv — j5cos/x), »(zcosX — xcosv), »(arcos/x —jrcosX). 

Donc ces trois produits > pris en signes contraires, reproduiront les valeurs 
de w, (^, tv, et l'on aura 

(i) u=: — y(jcosv — zcûspi), v = — u(zcosX — XCOSv), IVZSZ — u(xC08fi — ^cosX). 

Soit maintenant P la projection du point A sur le plan des Xj jr; et 
nommons 

p le rayon vecteur mené de lorigine au point P; 
Q Fangle décrit par ce rayon vecteur au bout du temps t; 
u la vitesse angulaire du point P, dans le plan des x^ y. 

On aura évidemment 

(a) u = 0,6; 
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et , comme on trouvera d ailleurs 

X = pcosO f jr = psinQ, 
par conséquent 

u = DgX = cosODtp — psmODfOy 

u = Dgjr = sînÔD^p -f- pcosÔD^^, 

on en conclura 

pDfQ = ucosO — usinO. 

On aura donc, par suite, 

T^ /i PC05Ô — Msinô 

P 
ou y ce qui revient au même, 

/ON ^* — "r 

(^) """^"T — 

Mais, d^autre part, on tirera des formules (i) 

(4) i^x -- ujr = »[(x* -f-^* •+• 2*)cosv — z(xcosX -hj^cos/x -+• zcosv)]; 

et, comme en nommant & 1 angle formé par le rayon vecteur r avec la di- 
rection OO', on a 

coscr = ^ 9 

r 

Téquation (4) pourra être réduite à 

{fx — ujr =1 »(r*cosv — rz cos^). 
Donc, la formule (3) donnera 

(5) u = » j^ 

Si, pour plus de simplicité, on fait coïncider lorigine O des coordonnées 
avec le pied de la perpendiculaire abaissée du point A sur Taxe fixe , alors , 
Fangle & étant un angle droit, on trouvera 

cosc? = o, 
et , par suite , 

(6) V = — »cosv. 

Enfin, si l'on nomme t Fangle que forme le rayon vecteur r avec sa projec- 
tion py on aura 

p = rcosT. 
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Donc, la formule (6) donnera encore 

, . «COSv 

(7) y = — 7-' 

et Ton pourra énoncer la proposition suivante : 

i"" Théorème. Si un point A, doué dun mouvement de rotation uniforme 
autour d un axe fixe , est projeté sur un plan fixe donné, la vitesse angulaire 
variable du point projeté P, et la vitesse angulaire constante du point A , se- 
ront entre elles dans le rapport qui existe entre le cosinus de Fangle que le 
plan donné forme avec le plan du cercle décrit par le point A, et le carré 
du cosinus de Tangle que le rayon du cercle forme avec la projection sur le 
plan donné. 

Au reste, on pourrait arriver encore très-facilement au théorème précé- 
dent par une autre méthode que nous allons indiquer en peu de mots. 

Considérons, dans Tespace, un triangle dans lequel deux côtés, représentés 
par r et r^ comprennent entre eux un certain angle p^ et projetons ce 
triangle sur un plan fixe qui forme avec le plan du triangle, langle v. 
Nommons 

les projections des côtés r, r' et de langle p\ ei 

les angles que les côtés r, r' forment avec leurs projections respectives p, p\ 
Les surfaces du triangle donné et du triangle projeté seront respectivement 
mesurées par les produits 

{rr'sin/?, Ipp'sinç; 

et comme le rapport de la seconde surface à la première devra se réduire 
à COSV, on en conclura 

ùù' sincp sin® rr' 

—, -r-î = COSV, -i—!^ = — 7COSV. 

rr' smp ' smp ^^' 

Comme, d autre part , on aura encore 

p = rcosT, p' = r'cosr', 
on en conclm^a 

(8) 



sinf COSv 



sinp costcost' 

Concevons maintenant que />, y se réduisent aux très-petits angles décrits, 
à partir de la fin du temps t^ et pendant un instant très-court A^; i** par le 
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rayon vectear r animé d'une vitesse angulaire constante » ; o? par la projeo 
tion p de ce même rayon vecteur ; alors , en nommant v la vitesse angulaire 
de cette projection , on aura sensiblement , pour de très-petites valeurs de A^ , 

-T-2^=^ = -, et C0ST=COST. 

smp p «' 

Donc y en ' rapprochant indéfiniment àt de la limite zéro, on tirera de la 
formule (8) 

/ V y} C08v 

^^^ H COS*T 

et Ion se trouvera ainsi ramené à la formule (7). 

Nous allons maintenant énoncer plusieurs conséquences qui se déduisent 
immédiatement de la formule (7), et qui paraissent mériter d^étre re- 
marquées. 

Le plus petit et le plus grand des angles aigus compris entre le rayon 
vecteur r et sa projection sont évidemment o et v. En d autres termes , les 
valeurs maximum et minimum de cost sont i et cosv. Donc, par suite, les 
valeurs minimum et maximum de v seront 

« COS V , > 

' COSv 

et la moyenne géométrique entre ces deux valeurs sera précisément ». On 
peut donc énoncer encore la proposition suivante : 

» a* Théorème. Si un point A, doué d'un mouvement de rotation uni- 
forme autour d un axe fixe , est projeté sur un plan fixe donné , la moyenne 
géométrique entre les valeurs maximum et minimum de la vitesse angulaire 
variable du point projeté sera précisément la vitesse angulaire constante du 
point A. De plus, la vitesse angulaire variable du point projeté aura pour 
valeur minimum celle qu'on obtient lorsque la vitesse angulaire constante 
du point A est représentée par une longueur portée sur Taxe de rotation , 
puis projetée sur un axe perpendiculaire au plan donné. 

Avant de quitter ce sujet, nous observerons que la méthode à laide de la- 
quelle nous avons établi les formules (i) a été depuis longtemps employée 
par nous , soit dans les Leçons données à l'École Polytechnique , soit dans les 
Exercices de Mathématiques. Nous ajouterons que de cette méthode on 
peut aisément déduire ce qu on appelle la composition des mouvements de 
rotation. Effectivement, supposons la vitesse angulaire »dun point A, qui 
tourne, au moins instantanément, autour d'un axe, représentée par une Ion- 



: «36) 

s;u«mr portée sur ce même axe. Non-seulement , comme nous lavons rappelé y 
ia vitesse absolue rù du point A sera ce que devient le moment linéaire de la 
vitesse <f , quand on prend pour centre des moments le point A; mais il suit de 
cette proposition même, que si la vitesse angulaire a peut être considérée 
comme la résultante de plusieurs autres vitesses angulaires, relatives à divers 
mouvements de rotation instantanés autour de divers axes, et représentées 
par des lon^^eui^ portées sur ces mêmes axes , il suffira de composer entre 
ç lies les vitesses absolues correspondantes du point A, pour obtenir la vitesse 
absolue V. Ainsi « eu particulier, puisque la vitesse angulaire », mesurée sur un 
ilemi-iixe (.XV qui forme, avec les demi-axes des coordonnées positives, les 
an{;les X» u, v, peut être censée avoir pour composantes trois vitesses an- 
^julaires mesurées sur les axes des ;r, ^, z, et représentées par les pro- 
jeclioiis al((êbriques 

«cosX, »cos/x, {^COSV, 

iie la lougueur li sur ces mêmes axes; nous devons conclure que la vitesse 
absolue d'un point tournant de droite à gauche autour de l'axe OO' avec 
la vitesse angulaire kt , est la résultante des trois vitesses absolues que pour- 
rait prendre le même point, si on le faisait toiuner successivement de droite 
i\ {{auclio autour de chacun des axes des x, jr, z^ prolongés dans le sens des 
ooonlonnées dont les signes sont ceux des quantités 

tfCOsX, »COS|X, «cosv, 

eu supposant dailleurs la rotation autour de chaque axe effectuée avec la 
vitesse angulaire qui correspond à ce même axe. 

Au i*c8te , la même conclusion pourrait être tirée immédiatement de cette 
seule considération, que les seconds membres des équations (i) sont des 
fonctions linéaires des trois quantités 

tfcosX, «cos/x, i^COSV. 
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NOTE 



SVK UN 



THÉORÈME DE GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE. 



On connaît 1 élégant théorème de géométrie analytique qui fournit le 
cosinus de langle compris entre deux droites dont les positions sont déter- 
minées à Faide des cosinus des angles que forment ces droites avec trois 
axes rectilignes et rectangulaires. Suivant ce théorème , si l'on multiplie Fun 
par Tautre les cosinus des deux angles que les deux droites forment avec un 
même axe, la somme des trois produits de cette forme, correspondants aux 
trois axes, sera précisément le cosinus de langle compris entre les deux 
droites. Concevons maintenant que les trois axes donnés , cessant d^étre rec- 
tangulaires, comprennent entre eux des angles quelconques, et au système 
de ces trois axes joignons un second système d^axes respectivement perpen- 
diculaires aux plans des trois premiers. Les axes primitifs seront eux-mêmes 
perpendiculaires aux plans formés par les nouveaux axes; et les deux sys- 
tèmes d'axes seront ce que nous appellerons deux systèmes A^axes conju- 
gués, Nous dirons en particulier que Tun de ces axes, pris dans Tun des deux 
systèmes, a pour conjugué celui des axes de lautre système qui ne le 
coupe pas à angles droits. Cela posé, le théorème rappelé ci-dessus, et rela- 
tif à un système daxes rectangulaires, se trouve évidemment compris dans 
un théorème général dont voici l'énoncé. 

TTiéorème. Considérons, d'une part, deux droites quelconques , d'autre 
part, deux systèmes d*axes conjugués. Supposons d'ailleurs qu'en attribuant 
à chaque droite et à chaque axe une direction déterminée, on multiplie Tun 
par l'autre les cosinus des angles que forme un axe du premier système avec 
]a première droite, et Taxe conjugué du second système avec la seconde 

Ex. d'An, et de Ph, math., T. III. (29« IItp.) i8 
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droite , puis, que 1 on divise le produit aiosi obtenu par le cosinus de i angle 
que ces deux axes conjugués comprennent entre eux. La somme des trois 
quotients de cette espèce, correspondants aux trois couples dues conju- 
gués, sera précisément le cosinus de langle compris entre les deux droites 
données. 

Pour démontrer immédiatement ce théorème, il suffit de projeter la 
première droite sur la seconde , en observant que cette droite peut être con- 
sidérée comme la diagonale dun parallélipipède, dont les arêtes seraient 
parallèles aux axes du second système. 

Il est bon d^observer qu'on peut échanger entre elles les deux droites 
données sans échanger entre eux les deux systèmes d'axes; d'où il suit que 
le théorème énoncé fournit deux expressions différentes du cosinus de Tangle 
renfermé entre les deux droites. 

On pourrait aussi, au cosinus de Fangle qu e forme un axe du second sys- 
tème avec la seconde droite ou avec Taxe conjugué du premier système , sub- 
stituer le sinus de Tangle que cette droite ou cet axe conjugué forme avec 
le plan des deux autres axes du secoud système. Toutefois, en opérant cette 
substitution, on devrait convenir de regarder l'angle formé par une droite 
avec un plan tantôt comme positif, tantôt comme négatif, suivant que la 
direction de cette droite pourrait être représentée par une longueur mesurée 
à partir du plan donné, d'un certain côté de ce même plan ou du côté op- 
posé. On se trouverait ainsi ramené à une formule qui ne diffère pas au fond 
de celles qu'ont proposées, pour la transformation des coordonnées obliques, 
divers auteurs, et spécialement M. Français. On pourrait d'ailleurs, de ces 
dernières formules, revenir directement au théorème énoncé. Ainsi ce théo- 
rème peut être considéré à la rigueur comme implicitement renfermé dans 
des formules déjà connues. Observons néanmoins que les auteurs de ces for- 
mules les avaient établies sans parler de la convention que nous avons indi- 
quée, et qui nous parait nécessaire pour dissiper toute incertitude sur le sens 
des notations adoptées. 



AHALTSE. 



Les énoncés de plusieurs des théorèmes fondamentaux de la géométrie 
analytique se simplifient lorsqu'on a soin de distinguer les projections ab- 
solues d'un rayon vecteur, sur des axes coordonnés rectangulaires, des projec- 
tions algébriques de ce même rayon vecteur, ainsi que je l'ai fait dans les 
préliminaires de mes Leçons sur les applications du calcul irifinitesimal à la 
géométrie. On peut mrme, avec avantagé, étendre la distinction des projec- 
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S absolues et des projection» algébriques au cas où le rayon vecteur est 
Lgur des droites quelcon(|iies , les projections pouvant d'ailleurs élre 
jonale» ou obliques. Entrons à ce sujet dans quelques détails. 
t r, s deux longneurs mesurées sur deux droites distinctes, et dans 
étions déterminées, savoir, la première entre deux points donnés A 
f dans 1.1 direction ÂB; ta seconde entre deux autres points C et D, dans 
la direction CD. Pour projeter la longueur r, et ses deux extrémités A, B, sur 
la droite CD, il suffira de mener, par les points A et B, deux plans paral- 
lèles à un plan fixe donné. I^es points a et b, où ces deux plans rencontre- 
ront la droite CD, seront précisément tes projections des deux points A, B; 
et si l'on nomme p la distance qui sépare le point b, c'est-à-dire la projection 
du point B, d"avec le point a , c'est-à-dire d'avec la projection du point A , 
cette distance p, mesurée dans la direction ab, sera la projection ortho- 
{Tunale ou oblique de la longueur r, savoir, la projection orthogonale, si le 
plan fixe donné est perpendiculaire à la droite CD, et la projection oblique 
dans le cas contraire. D'ailleurs les directions des longueurs j, fs, mesurées 
sur une même droite, la première dans le sens CD , la seconde dans le sens 
ab , seront nécessairement ou une seule et même direction , on deux direc- 
tions opposées l'une à l'autre. Cela posé , la projection absolue p, prise dans 
le premier cas avec le signe + , dans le second cas avec le signe — , sera 
ce que nous appelons la projection algébrique de la longueur r sur la direc- 
tion de la longueur s. 

Concevons maintenant qu'en faisant usage de la notation généralement 
adoptée , on désigne par {r,s) l'angle aigu ou obtus que fonnent entre elles 
deux longueurs r, s, mesurées chacune dans une direction déterminée. Alors , 
en supposant les pi'ojections orthogonales, on aura évidemment 

p = rcos(r,p). 

De plus, la projection algébrique de r, sur la direction de s, sera + p ou 
— p, suivant que la direction de p sera la direction même de s, ou la-dii'ec- 
tion opposée ; et , comme on aura, dans le premier cas, 

C09{r,p) = cos(r,.î), 
dans te second cas 

cos{r,|î) = — co8(r,*), 

il eu résulte que ta projection algébrique de r sur la direction de s sera re- 

18. 
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présentée, dans l'un et l'autre cas, parle produit 



(i) rcos(r,^). 

Supposons à présent que les projections, au lieu d'être orthogonales, 
soient obliques; et, après avoir mené une droite perpendiculaire au plan 
fixe, nommons t une longueur mesurée sur cette droite dans une direction 
déterminée. Alors les projections absolues et même les projections algé- 
briques des longueurs r et p , Sur la direction de t , seront évidemment égales 
entre elles. On aura donc 

p cos(j5,<) = rcos(r,/), 
et par suite 

cos (r, t) 
^ cos(p,0 

De plus , pour obtenir la projection algébrique de la longueur r sur la di- 
rection de ^, il suffira de prendre p avec le signe -h ou avec le signe — , sui- 
vant que la direction de p sera la direction de s ou la direction opposée; il 
suffira donc de remplacer, dans le second membre de la formule (2), la 

quantité cos (/9, t) par la quantité cos (s^t) égale, au signe près, à la première. 
Donc la projection algébrique de r sur la direction de s sera 

(3) co^M 

co»(j,r) 

Supposons maintenant qu\m point mobile P passe de la position A a la 
position B, en parcourant non plus la longueur r, mais les divers côtés 
w, i^, tv, . . . d'une portion de polygone qui joigne le point A au point B , 
et attribuons à chacun de ces côtés la direction indiquée par le mouvement 
du point P. Soit d'ailleurs p la projection du point mobile P sur la droite 
CD, et nommons toujours a,b les projections i^spectivcs des deux points A,B 
sur la même droite. Tandis que le point mobile P passera de la position A à 
la position B, en parcourant successivement les diverses longueurs «, v, w,..., 
le point mobile p passera de la position a à la position b, en parcourant suc- 
cessivement sur la droite CD les projections des diverses longucui*s «, i^, w,..., 
et Tune quelconque de ces projections, celle de «par exemple, sera par- 
courue dans le sens indiqué par la direction du rayon vecteur p ou dans le 
sens opposé , suivant que la projection algébrique de la longueur u sur la 
' direction de p sera positive ou négative. Il en résulte que la longueur p, ou 
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la projection algébrique de la longueur r sur la direction de p^ sera équiva- 
lente à la somme des projections algébriques des longueurs i^, p, fv,... sur 
la même direction. Par suite aussi , puisque la direction de s est toujours ou 
la direction même de /?, ou la direction opposée , si Ton projette , dWe part, 
la longueur r, d autre part, les longueurs Uy Uj cv,. .. sur la direction de ^, 
on obtiendra une projection algébrique de r équivalente à la somme des pro- 
jections algébriques de e/, p, iv». • • • DonC| en supposant les projections or- 
thogonales , on trouvera 

(4) rcos(r, j) = u cos (m,j) -+- v cos (i^,^) -f- fvcos {WjS) 4- . . . . 

Ces prémisses étant établies , concevons que les positions des différents 

points de l'espace soient rapportées à trois axes obliques qui partent d'un 

même point O. Nonmions x, y, z trois longueurs poitées sur ces trois axes, 

et mesurées chacune, à partir du point O, dans une direction déterminée. 

Soient encore 

X, Y, Z 

trois longueurs mesurées , à partir du point O, sur trois axes respectivement 
perpendiculaires aux plans 

yz, zx, xy. 

Concevons , de plus , que Ton construise un parallélipipède dont la lon- 
gueur rsoit la diagonale, les trois arêtes w, i^, w étant respectivement pa- 
rallèles aux axes sur lesquels se mesurent les longueurs x, y , z; et attribuons 
à ces trois arêtes les directions indiquées par le mouvement d*nn point qui 
passe, en parcourant ces mêmes arêtes , de lextrémité A de la diagonale r à 
Textrémité B. Enfin , projetons cette diagonale et les trois arêtes sur la di- 
rection dune longueur quelconque s. On aura, en vertu de la formule (4), 

(5) rcos (r, j) = u cos{UjS) -h pcos(p, j) -f- w cos [w^s) , 
ou, ce qui revient au même, 

(6) cos(r,j) = -cos(w,j)-f-^cos(p,^)4- ^cos(tv,i). 

D'ailleurs , u étant précisément la projection absolue qu'on obtient pour la 
longueur r , quand on projette cette longueur sur Taxe de x, à l'aide de plans 
parallèles an plan fixe des yz, on aura, en vertu de la formule (2), 

(7) u = r^^^\ 

cos(ii,X) 
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par conséquent, 

cos(tt,X) 

et cette dernière formule continuera évidemment de subsister quand^on y 
remplacera u par i^, et X par Y, ou u par tv, et X par Z. Donc l'équation (6) 
donnera 

/^^ ^^ot^^\ cos(r,X)cos(tf,*) cos(r,Y)cos(p,5) cos(r,Z) cos(tr,,^i 

cos ( tt,X ) cos (p, Y) cos (jv, Z) 

D autre part , U est clair qu^on n altérera pas le second membre de la for- 
mule (9) si Ton y remplace, séparément ou simultanément, u par x, p par y , 
fv par z. En effet , la direction de u étant ou la direction de x ou la direc- 
tion opposée , on aura , dans le premier cas , 

/\ /N A /N 

cos(m.^) = cos(x, j), cos(i/,X) = cos(x,X) , 
dans le second cas , 

cos (11,^) = — cos(x, j), cos(w,X) = — cos(x,X) , 
et dans les deux cas, 

cos (u,s) cos (x, S] 

a" — 7\ ' 

cos(a,X) cos(x,X) 

Donc la formule (9) pourra être réduite à la suivante : 

f . n.\ niM, f/^c\ — oos(^^)co8(^>x) . COS (r,Y) CO S [s, y) cos (r,Z) c os (j,z) 

cos (x,X) cos (y, Y) cos ( z, Z) 

Ajoutons que les axes sur lesquels se mesurent les longueurs 

X, Y, Z 
étant, par hypothèse, perpendiculaires aux plaos 

yz, zx, xy, 

les axes sur lesquels se mesurent les longueurs 

X, y, z 
seront eux-mêmes perpendiculaires aux plans 

YZ, ZX, XY. 
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Donc ces deux systèmes d axes , que nous nommerons systèmes éCaxes conju- 
gués (l*axe sur lequel se mesure X étant le conjugué de Taxe sur lequel se 
mesure x , etc.), pourront être échangés entre eux dans la formule (lo), et 
Ton aura encore 



/s /s /s /\ 



^ii; cos^/,^; j^ H -^ h ^ - • 

cos(x,X) cos(y,Y) co$(ï,Z) 

Chacune des formules ( i o) , (ii)est une expression analytique du théorème 
fondamental énoncé dans le préambule du présent article. 

Si, en faisant coïncider le point 6 avec le point O, et les demi-axes des 
coordonnées positives avec les directions des longueurs 

3c,y,z, 
on nomme 

les coordonnées rectilignes du point A, rapportées à ces demi-axes, alors x 
sera précisément la projection algébrique du rayon vecteur r sur la direc- 
tion de X, la projection étant effectuée à l'aide de plans parallèles au plan des 
yz, et perpendiculairement à X. Donc alors on obtiendra x en remplaçant, 
dans Texpression (3), s par x, et ^ par X ; en sorte qu'on aura 



X 



cos(x, X) 

/ \ y co»(r,Y) 
(f2) { jr = r ^^ 



cos(r,X) r\ é, J - 

= r — ^"TT^- On trouvera de même 



a» {y, Y) 

/N 

ces (r, Z) 
2 =V ^• 

COSvZyZ] 



Aloi*s aussi on pourra évidenunent, dans la formule (5), remplacer les 
quantités «, Vy w par les coordonnées x^ jr^ a, qui seront respectivement 
égales, aux signes près, à ces mêmes quantités, pourvu que Ion remplace 
en même temps les trois angles 

/\ /s /s 

[u,s\ (y, s), (îv,j) 
par les angles 

(x,5), (y,j), (z,4 
respectivement égaux aux trois premiers ou à leurs suppléments. On aura 
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doue encore 

/^ /\ /v /\ 

(i3) rcos(r,^)= x cos(x,^) -4-^cos(y,^) -+- zcos(z,^). 

On peut immédiatement déduire des formules (12) et (i 3) celles qui 
servent à la transformation des coordonnées obliques. En effet, soient 

de nouvelles coordonnées du point B, relatives à de nouveaux axes recti- 
lignes qui continuent de passer par le point O; et supposons que, pour le 
nouveau système d'axes, les longueurs, précédemment représentées par 

X, y, z, X, Y, Z, 

deviennent 

^» y,» 2,, X,, Y,, z. 

Alors, en vertu des formules (ta), on aura, par exemple, 

(I4) X,=î^^i^: 

cos(x„X,) 

et, d'ailleurs, la formule (i3) donnera 

{i5) rcos(r,X,) = xcos(x,X,) 4- j'- cos (y , X J -1- scos(2,Xj. 

On trouvera donc 

/\ /\ /\ 

f c\ ^ — xaj>^x,X,)4-r cos(y,X,)H-gcos(z,X,) 

V^^> ^' " cos(x,X,) 

Quant aux valeurs de^,, 2,, on les obtiendra en remplaçant X, par Y ou 
par Z dans les deux termes de la fraction qui représente ici la valeur dejr,, 
et , de plus, x par y ou par z dans le dénominateur. 

Si les axes coordonnés deviennent rectangulaires, alors les axes sur 
lesquels se mesurent les longueurs x, y, z se confondront avec les axes sur 
lesquels se mesurent les longueurs X, Y, Z, et , par suite , les formules (10), 
(12), (16) donneront simplement , comme on devait s'y attendre, 

(17) cos (r, s) = (r, x) cos [s, x) 4- cos (r, y) cos(j,y) -f- cos (r, z) cos (^, z), 

/\ /\ /s 

^18) jcz=i r cos (r,x\ ^ = r cos (r, y), z= r cos (r, z\ 

/^ /\ /s 

(19) X, = j:cos(x,xj -+-^cos(y,xj -h 2cos(z,x,). 
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QUELQUES PROPOSITIONS RELATIVES A LA THÉORIE DES NOMBRES. 



Diverses propositions relatives à la théorie des nombres se déduisent aisé- 
ment du théorème dont voici Ténoncé : 

Théorème. Supposons le nombre entier i décomposé en facteurs a^b^ c,... 
premiers entre eux; et soit / un nombre entier quelconque inférieur à i. On 
pourra toujours satisfaire à Féquivalence 

(i) i(^h--Jh- ^-h...)=/, (mod. /), 

par des valeurs entières de 

x^ y^ z, . . . 

respectivement inférieures à 

Démonstration. Pour abréger, désignons par 

la fonction linéaire de x^ jr^ z,.** qui représente le premier membre de la 
formule (i), et supposons que Ion attribue successivement aux variables x, 
y^ z,..., renfermées dans la fonction s^ tous les systèmes de valeurs qu'on 
peut obtenir en combinant une valeur de x prise dans la suite 

o, I, a,..., a — I, 

avec une valeur de jr prise dans la suite 

o, I, 2,.--7 b — I, 

puis avec une valeur de z prise dans '•la suite 

etc.... On obtiendra ainsi pour s des valeurs entières, dont le nombre , repré- 

Ex. d'An, et de Ph. math., T. III. (29* Hyt.) I9 



donc encore 
(i3) 

On pen 

servent i 



rc(y 



de ? 

lifr 
n 



^ o^a:N de la suite 

.^^> de s il en existera toujours une équi- 
pe quelconque des termes de la suite 

■ ^cv,> d*-'"^» divisées par /, donnent des restes diffé 



" " Ar, A/-, A2,... 

..,^ .v*s:iït^ ^^" négatifs que prendront x ,^, z,... quand on pas- 
Vk Y»" >* à nue autre , et nommons A^ raccroissement correspon- 
t Jirï^ivncc des deux valeurs de j, déterminée par la formule 

. fax ÛLY AZ \ 

siMir It^ tliéoi-ème énoncé, il suffira de prouver que A^ ne peut être 

, I , .^1,. f\ si A.z', A^, Az,.- ne s évanouissent tous à la fois. Or, effective- 

^'j no pourra être divisible par /, s'il n'est divisible par chacun des 



r :.ti*ni's 



C^a €^ J Oa«*** 



i) ailleurs, dans la valeur de A^, mise sous la forme 

• • • 

as = - Ax 4- j A^ -I- - Az 4-..., 



vJ 



tous les termes seront évidemment divisibles para, bormis-le premier— Ajt; 

ci celni-ci ne pourra devenir divisible par a que dans le cas où raccroisse- 
ment Ao:, dont la valeur numérique est inférieure à rt, sera divisible par rt, 
cl par conséquent nul. Pareillement, dans la valeur de As fournie par 
Tcquation (4), tous les termes seront évidemment divisibles par ô, honnis le 
second , et celui-ci ne pourra devenir divisible par b que dans le cas où A/ 

sera nul; etc.... 

Comllaire. Si l'on veut que le nombre entier / fournisse des restes don- 
nes quand on le divise par les nombres a, A, Cj..,^ par exemple le reste p 
(fuand on le divise par a, le reste q quand on le divise par /;, le reste /• quand 
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on le divise par c,.*m ^ suffira évidemment de prendre 

(5) x:=^p\, y = Tiy z = n,..., 
en assujettissant 

*î y? z» • • • 

à vérifier les formules 

(6) -x^i(mod. û), Ty ^ I (mod. J), - z^ i (mod.c),..- 

En effet, dans le second membre de Féquation (i) présentée sous la forme 

• • • 

(7) ^^'a^-^if-^l^-^'-^ (mod./), 

-X sera le seul t^rme qui ne soit pas divisible par a, et il est clair que ce 

terme , divisé par a, donnera pour reste /?, si Ton pose x^sz pxy en choisis- 
sant X de manière à vérifier Téquivalence 

i X = I (mod. a). 

D'ailleurs , cette équivalence du premier de^^é se résoudra aisément par les 
méthodes connues , attendu que les deux nombres 

■ 

a et - = bc» • • 

a 

seront premiers entre eux. On prouvera de même, non-seulement que, dans 
rhypothèse admise , on peut satisfaire à 1 une quelconque des formules (6) 
par une valeur entière de x, ou y, ou z,..., itiais encore qu'aux valeurs x, y, z,... 
ainsi obtenues, répondra, en vertu des équations (5) et (7), une valeur de / 
qui fournira le reste p quand on la divisera para, le reste ^ quand on la divi- 
sera paré, le rester quand on la divisera par^, etc Si, pour abréger, on 
représente par 

les preaiiers membres des formules (6), c'est-nà-dire si Ton pose 



(8) ^=i''' * = Jy' <^ = ^zvM 
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la formule (7) deviendra 

(9) l^Ap 4. By -f- Cr + . . . (mod. i). 

Ainsi le i®'' théorème entraine la proposition suivante : 

a* Théorème. Soient a, b,Cj... des nombres donnés premiers entre eux, 
et i = abc... le produit de ces deux nombres. Si Ton veut obtenir un entier /, 
qui , étant divisé par les nombres donnés 

fournisse des restes donnés 

Pj q, f,...^ 
il suffira de prendre 

(10) 1= Jp-h Bg -i- Cr -h . . . 4- mabc...^ 

A étant un multiple de - =z bc... qui, divisé par a, donne 1 pour reste, 

S étant un multiple deT = ^i^..- qui, divisé par &, donne encore i pour 

reste , etc., et m étant | d ailleurs^ un nombre entier quelconque. 

La proposition que nous venons d'énoncer a été donnée par Euler ; elle se 
trouve dans le Mémoire intitulé: Solutio problematis arithmetici deinve- 
niendo numéro qui per datos jiwneros diwsus rclinquat data residua (voir 
le tome VII des Mémoires de Saint'^Pétersbourgj années 1 734- 1 735). On voit 
qu'elle se déduit aisément du i*^ théorème; mais on pourrait aussi déduire le 
1*' théorème du second, et la formule (7) de Féquation (9). En effet, 
soit 2 un nombre entier quelconque décomposé en facteurs a,6,c,... pre- 
miers entre eux; soit, de plus, / un quelconque des nombres inférieurs à i , 
et nommons p^q^ r,... les restes que Ion obtient quand on divise l par les fac« 
teurs a^byC,.... On pourra , d après le a* théorème , déterminer / par la for- 
mule (9) jointe aux équations (8) , x , y , 2 ,. . , étant choisis de manière à vérifier 
les conditions (6). Cela posé, concevons que, dans les formules (9)1 on sub-* 
stitue les valeurs de -^, B, C,... tirées des équations (8); alors, en prenant 

on retrouvera précisément la formule (7) , qui ne sera point altérée quand on 
fera croître ou décroître x d^un multiple quelconque de a, ^ d'un multiple 
quelconque de 6,...; doù il suit que Ion pourra supposer, dans la formule (7), 
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X réduit à Ywk des nombres 

o, I, 2,..., a — I, 

jr réduit à l'un des nombres 

o, I, tiv*M ^ — '9 

\ji>^* • • • 

Supposons maintenant que l soit un nombre premier à 1. Le i*' théorème 
continuera encore de subsister, et, par suite, on pourra vérifier la formule (7), 
en prenant pour x un entier inférieur à a^ pour^ un entier inférieur à &,... . 
Mais les deux nombres 

/ et i = abc.., 

étant, par hypothèse, premiers entre eux^, il est clair que, dans le second 
membre de la formule (7), le seul terme non divisible par a, ou le produit • 

— X ^^ oc* »»Xj 
a 

devra être premier à a; donc a: lui-même devra être premier à a. Pareille- 
ment, jr devra être premier à 6, 2 à ^,.... Donc , lorsque l est premier à 1, 
on peut vérifier la formule (7) , en prenant pour x un entier inférieur et pre- 
mier à a, pour^ un entier inférieur et premier à 6, etc. On peut donc énoncer 
encore la proposition suivante : 

3* Théorème. Supposonsle nombre entierî décomposé en facteurs a, b, c,... 
preraiei*s entre eux. L expression générale des nombres l premiers à 1 sera 

t • • 

Z = -a:-f- rr-f- -z-H-,..-h mabc. 

a "^ c ' 

X étant un nombre inférieur et premier à a , jr un nombre inférieur et pre-' 
mier à 6, z un nombre inférieur et premier à c,..., et m représentant un 
nombre entier quelconque. 

Le 3*" théorème a été énoncé par M. Poinsot dans le Journal de Mathéma^ 
tiques de M. Liouville [février i845j. La démonstration qu'il en a donnée fe^ 
pose en partie sur les considérations que nous avons reproduites en les appli- 
quant à rétablissement du i^*" théorème, en partie sur la formule qui indique 
combien il existe de nombres inférieurs à 1 et premiei^ à /. Mais, comme on 
le voit, on peut se dispenser de recourir à celte dernière formule , et déduire 
le 3^ théorème du premier. On pourrait aussi le déduire du 2^, ou, ce qui re- 
vient au même , de la formule (10) donnée par Euler. 
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Il est bon d^observer que Ton pourrait encore tirer immédiatement la 
formule (i) d'une proposition établie par M. Gauss, savoir, que , dans le cas 
où plusieurs nombres entiers Jl>, tft», C,... rCoffrent pas de diviseur commun, 
on peut toujours satisfaire, par des valeurs entières, positives ou négatives 
de X, y, Zy,.y à Véquation 

fil) Xx -h 'ift)y + ^ 4- . . . = I . 

En efFet, cette proposition étant admise, multiplions par un entier quelcon- 
que / les deux membres de la formule (11)9 et posons 

ar = ix, ^ = /y, z = /z,...; 
on trouvera 

(12) ^^X 4- t^T" -h ©« 4- . . . = /. 

Soient maintenant a, b^ c,... des nombres premiers entre eux. Nommons /leur 
produit , et posons 

^ ' abc 

11 est clair que «i», aa>, ^,... n auront pas de diviseur commun. Donc Téqua- 
fion (12) donnera 

(i4) ^a:4-^7-f-^z-f-...= /. 

On pourra donc encore satisfaire, par des valeurs entières de x^jy z,..., à 
Téquation (14)9 de laquelle on déduira immédiatement la formule (i), en 
supposant / inférieur à i et faisant croître ou décroître, s'il est nécessaire, x 
d'un multiple àea^jr d'un multiple de 6, z d'un multiple de c,.... 

Observons enfin que, du 3® théorème, joint aux théorèmes connus de 
Wilson et de Fermât, on peut immédiatement déduire une proposition 
énoncée par M. Gauss, savoir: que le produit de tous les nombres inférieurs 
à i et premiers à i, étant divisé par /, fournit un reste équivalent à — i, 
quand i est une puissance d'un nombre premier, ou le double dune telle 
puissance, ou le nombre 4 9 et fournit, dans tous les autres cas, un reste 
équivalent à l'unité. 

Les théorèmes divers que nous venons de rappeler sont particulièrement 
utiles dans la théorie des permutations, ainsi qu'on le verra dans les Mémoires 
qui suivront la présente Note. 
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MÉMOIRE 
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ARRANGEMENTS QUE L'ON PEUT FORMER AVEC DES LETTRES DONNÉES, 

Et sur les permutations ou substitutions à l 'aide desquelles 
on passe d'un arrangement à un autre. 



§ !•'. — Constdérations générales. 

Soient 

diverses lettres, qui soient censées représenter des variables indépendantes. 
Si Ton numérote les places occupées par ces variables dans une certaine 
fonction Î2 , et si Ion écrit à la suite les unes des autres ces variables x, 
jTy c,... rangées diaprés l'ordre de grandeur des numéros assignés aux places 
qu'elles occupent, ou obtiendra un certain arrangement 



xy 



ifr... 



» 



et quand les variables seront déplacées, cet arrangement se trouvera rem- 
placé par un autre, qu il suffira de compaœr au premier pour connaître la 
nature des déplacements. Cela posé, les diverses valeurs d'une fonction 
de n lettres correspondront évidemment aux divers arrangements que l'on 
pourra former avec ces n lettres. D ailleurs, le nombre de ces arrangements 
est, comme l'on sait, représenté par le produit 

Si donc on pose , pour abréger, 

iV = 1.^.3... 71, 

iVsera le nombre des valeurs diverses, égales ou distinctes, qu'une fonction 
de n variables acquerra successivement quand on déplacera de toutes les 
manières , en les substituant Tune à Tautre, les variables dont il s agit. 
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On appelle permutation ou substitution l'opération qui consiste à dé- 
placer les variables 9 en les substituant les unes aux autres, dans une valeui* 
donnée de la fonction il, ou dans larrangement correspondant. Pour indi- 
quer cette substitution, nous écrirons le nouvel arrangement qu'elle pro- 
duit au-dessus du premier, et nous renfermerons le système de ces deux ar- 
rangements entre parenthèses. Ainsi, par exemple, étant donnée la fonction 

iî = jr H- 2^ -f- 3z, 

où les variables x,fy z occupent respectivement la première, la seconde et 
la troisième place, et se succèdent en conséquence dans Tordre indiqué par 
larrangement 

si Ton échange entre elles les variables jr^ z qui occupent les deux dernières 
places , on obtiendra une nouvelle valeur il' de ù y qui sera distincte de la 
première, et déterminée par la formule 

îî' = a: -h 25 -f- 3jr. 

D'ailleurs, le nouvel arrangement, correspondant à cette nouvelle valeur, 
sera 

et la substitution par laquelle on passe de la première valeur à la seconde , 
se trouvera représentée par la notation 



\xyz) 



qui indique suffisamment de quelle manière les variables ont été déplacées. 
Les deu^ arrangements xzjr^ ^^t compris dans cette substitution, forment 
ce que nous appellerons ses deux termes, ou son numérateur et son dénomi- 
nateur. Comme les numéros qu'on assigne aux diverses places qu'occupent 
les variables dans une fonction sont entièrement arbitraires, il est clair que 
larrangement correspondant à une valeur donnée de la fonction est pareil- 
lement arbitraire, et que le dénominateur d'une substitution quelconque 
peut être l'un quelconque des N arr^gements formés avec les n variables 
données. On arrivera immédiatement à la même conclusion en observant 
qu une substitution quelconque peut être censée indiquer un système déter- 
miné d'opérations simples dont chacune consiste à remplacer une lettre du 
dénominateur par une lettre du numérateur, et que ce système d'opérations 
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ne variera pas si Ton échange entre elles d'une manière quelconque les 
lettres du dénominateur, pourvu que Ion échange entre elles , de la même 
manière, les lettres correspondantes du numérateur. Il en résulte qu'une 
substitution, relative à un système de n variables, peut être présentée sous N 
formes différentes dont nous indiquerons Téqui valence par le signe =. Ainsi, 
par exemple, on aura 

\xyz) \xzjr) \zxjr) 

Observons encore que Ton peut, sans inconvénient, effacer toute lettre qui 
se présente à la même place dans les deux termes dune substitution donnée, 
cette circonstance indiquant que la lettre ne doit pas être déplacée. Ainsi, 
•en particulier, on aura 



xzjr 



:) = (•/.) 



Lorsqu'on a ainsi éliminé d une substitution donnée toutes les lettres quil 
est possible d effacer, cette substitution se trouve réduite à sa plus simple 
expression. 

Le produit d*un arrangement donné xjrz par une substitution r'^^\ 

est le nouvel arrangement xzjr qu^on obtient en appliquant cette substitu- 
tion même à larrangement donné. Le produit de deux substitutions est la 
substitution nouvelle qui fournit toujours le résultat auquel conduirait lap* 
plication des deux premières , opérées lune après lautre , à un arrangement 
quelconque. Les deux substitutions données sont lès deux Jhcteurs dn pro- 
duit. Le produit d*un arrangement par Une substitution ou d'une substitu- 
tion par une autre s'indiquera par Tune des notations qui servent à indiquer 
le produit de deux quantités, le multiplicande étant placé, suivant la cou- 
tume, à la droite du multiplicateur. On trouvera ainsi, par exemple, 



( 



xzy\ 



et 



/jrxuz\ __ /^x\ /uz\ 
\xxzu) \xx)\zu) 



Il y a plus ; on pourra , dans le second membre de la dernière équation , 
échanger sans inconvénient les deux facteurs entre eux , de sorte qu on aura 
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affectées dîndices 
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le^ arraDgemems fonni» arec plaiîeim variables AkMS la sobstitmion qui 
aura pour tenue* A et B se pré^otera simplement ^oos la forme 






et ToQ aura 






dL> a • ■ • 



B 



Oe pluH, Hi, en appliquant à larrangement C la substitution 1 )* on pro- 
duit rarran({emcnt B, on aura non-seulement 



maiH ifncore 



(!) = (?)■ 
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Le nombre total des substitutions relatives au système de n variables 
jc^j^j z^. . . est évidemment égal au nombre N des arrangements que Ton 
peut former avec ces variables , puisqu'en prenant pour dénominateur un 
seul de ces arrangements, le premier par exemple, on peut prendre pour 
numérateur lun quelconque d entre eux. La substitution, dont le numéra- 
teur est le dénominateur même, peut être censée se réduire à lunité, puis- 
qu'on peut évidemment la remplacer par le facteur i , dans les produits 

(1) (?) = (?) (î) = (?)■ 

Une substitution l U multipliée par. elle-même plusieurs fois de suite, 

donne pour produits successifs son carré ^ son cube^ et généralement ses di- 
verses puissances^ qui sont naturellement représentées par les notations 



(;)' (î)' 



, • • • < 



D ailleurs, la série qui aura pour termes la substitutionf j et ses diverses 
puissances , savoir , 

(!)• (!)■• (!)* 



,•••, 



ne pourra jamais offrir plus de N substitutions réellement distinctes. Donc , 
en prolongeant cette série , on verra bientôt reparaître les mêmes substitutions. 
D autre part, si Ton suppose 

iiï = (!)' 

h étant < Z, aIoi*s, en faisant, pour abréger, 

/ z= I -f- ^ , 
on aura 

iir-iT'iiniï' 

par conséquent 



(■)' = ■ . 



/ étant évidemment inférieur à /. Il y a plus; si , en supposant la valeur de / 

ao. 
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déterminée par la formule précédente , on nomme / un nombre entier quel- 
conque, k le quotient de la division de / par i\ et y le reste de cette division, 
en sorte qu on ait 

/ = ki -f- / , 

j étant inférieur à i , on trouvera non-seulement 
mais, en outre, 

a)'=ara)'=a)^ 

et , en étendant ravant-demière formule au cas même où le nombre k se ré- 
duit à zéro, on aura encore 

/B\<> 

U) ='• 

En vertu des remarques que nous venons de faire, si Ion prolonge indé- 
finiment la série dont les divers termes sont 

le premier des termes qu on verra reparaître sera précisément Tmiité , et à 
partir de celui-ci les termes déjà trouvés se reproduiront périodiquement 
dans le même ordre , puisqu on aura , par exemple , 



(M"= (!)'*'= (n"*'= 



etc.... 



Donc le nombre i des termes distincts de la série sera toujours la plus petite 
des valeurs entières de / pour lesquelles se vérifiera la formule 



(!)•=■• 



Le nombre /, ainsi déterminé , ou le degré de la plus petite des puissances 
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de ( I équivalentes à 1 unité , est ce que nous appellerons le degré ou 

Y ordre de la substitution l \. 

Supposons maintenant quune substitution réduite à sa plus simple ex- 
pression se présente sous la forme 

xy... uvw J 

c'est-à-dire qu elle ait pour objet de remplacer x par^' , puis^ par z,. . . , et 
ainsi de suite jusqu'à ce que Ton parvienne à une dernière variable yv, qui 
devra être remplacée par la variable x de laquelle on était parti. Pour effec- 
tuer cette substitution , il suffira évidemment de ranger sur la circonférence 
d'un cercle indicateur, divisée en parties égales, les diverses variables 

en plaçant la première , la seconde, la troisième, . . . sur le premier, le second, 
le troisième , . . . point de division , puis de remplacer chaque variable par celle 
qui ia première viendra prendre sa place, lorsqu^on fera tourner dans un 
certain sens le cercle indicateur. Pour ce motif nous donnons à la substitu- 
tion dont il s agit le nom de substitution circulaire. Nous la représenterons , 
pour abréger, par la notation 

(a:,jr,z,...,u,v,w)\ 
et il est clair que, dads cette notation, une quelconque des variables 

pourra occuper la première place. Ainsi, par exemple, on aura identi- 
quement 

{x,x, s) = (/, 2, x) = (z, x,jr). 

Si Ton nomme i le nombre des variables comprises dans une substitution 
circulaire 

(•a:, jr, 2,..., w, sf, ïv), 

alors, pour opérer cette substitution / fois de suite, ou, ce qui revient au 
même , pour l'élever à la puissance du degré /, il suffira évidemment de faire 
tourner le cercle indicateur, de manière que le point de division correspon- 
dant à chaque lettre parcoure une portion de la circonférence mesurée par 
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le rapport t* Cela posé, pour ramener chaque lettre à sa place, il faudra 

évidemment que r soit un nombre entier, et que 1 on ait au moins / = i. 

Donc Tordre d une substitution circulaire sera précisément le nombre i des 
lettres qu'elle renferme. 

Si , dans le cercle indicateur, on joint par une corde deux points de divi- 
sion correspondants à deux variables dont Tune prendrait la place de lautre, 
en vertu de la substitution circulaire 

l fois répétée, ou , ce qui revient au même, en vertu de la substitution 

[x, jr, 2,..-, Uy V, wy, 

le système des cordes ainsi tracées offrira évidemment ou un polygone ré- 
{julier, ou un système de polygones réguliers. 

Si le degré / est premier à ê, c'est-à-dire au nombre qui représente Tordre 
de la substitution circulaire 

le système des cordes dont il s'agit constituera simplement un polygone ré- 
gulier ^ qui pourra être du genre de ceux que M. Poinsot a nommés polj"- 
floues étoiles. Mais si, les nombres / et i offrant un ou plusieurs facteurs 
communs, on nomme k le plus grand commun diviseur de ces deux nombres, 
(;t a le quotient de la division de / par A, alors le système des cordes tracées 
constituera un système de k polygones réguliers, étoiles ou non étoiles, dont 
chacun renfermera a côtés seulement. Donc alors aussi la substitution 

(a-, j, z,..., Il, V, wy 

^rra \v. produit de k substitutions circulaires de Tordre a. Si, pour fixer les 

idéoH, ou pose / =4, alors, en élevant à la seconde et à la troisième puissance 

la substitution circulaire 

{x, jr, z, w), 
on irouvcTa 

(a\ J, Z, Uy ::= [X, Z) {jT, u\ {x, J, Z, uj = {x , W, Z, jr). 

Si, au ronirnire, Ton |)0sr /=6, alors, en élevant à diverses puissances la 
MlhHfltntion circulaire 
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on trouvera 

{x,x, z, u, i^, wf = {x, z, i;) {jr, u,w\ {x,jr, z, u, v, ivf= {x, u) (/, i;) (z, w), 
{x,jr,z,u,v,wY = {x,i^,z)[r,w,u), {Xyjr,z,u,v,wf= {x,w, v, u, z,j). 

Soient maintenant 

A et B 

deux quelconques des arrangements que Ton peut former avec n va- 
riables, X j jr^ z,. . . . Pour substituer le second arrangement au premier, 
il suffira évidemment d^opérer une ou plusieurs substitutions circulaires, que 
Ton formera sans peine en écrivant à la suite 1 une de lautre deux variables, 
dont Tune sera remplacée par l'autre quand on passera du premier arrange- 
ment au second. En conséquence, la substitution (^ j , réduite à sa plus simple 

expression, sera nécessairement, ou une substitution circulaire, ou le pro- 
duit de plusieurs substitutions circulaires. On trouvera, par exemple, 

en supposant que ( ) renferme quatre ou cinq variables. 

Les substitutions circulaires dont une substitution quelconque ( j sera 

le produit, sont ce que nous appellerons les facteurs circulaires de f 
Deux quelconques d entre elles, étant composées de lettres diverses, seront 
évidemment permutables. Donc , tous les facteurs circulaires de [ ) 

seront permutables entre eux, et i*eprésenteront des substitutions qui pour- 
ront être effectuées dans un ordre quelconque. U y a plus : comme deux 
substitutions égales seront nécessairement permutables entre elles, si Ton 

élève ( . ) à des puissances quelconques, on obtiendra de nouvelles substi- 
tutions qui seront permutables entre elles, ainsi que leurs facteurs représentés 
par des puissances des facteurs circulaires de ( 

Supposons, pour fixer les idées, que les variables comprises dans les 

\ soient respectivement : 

dans le premier facteur a, ê, 7,. • .; 

dans le second facteur X, fx, v,. . .; 

dans le troisième facteur ç, /, ij^,. . . ; 

etc. etc. 
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en sorte qu'on ait 

Alors , / étant un nombre entier quelconque , on aura encore 
et, pour que / vérifie l'équation 

« (1)'= '. 

il faudra qu on ait séparément 

(3) (a,ê,7,..-y= i> (X,/x,v,...)'= I, (?> X' +'•••/= i> 

Or, les seules valeurs de /, propres à vérifier Téquation (oi), seront Tordre i de 

la substitution ( ^ ) ^t les multiples de z. Pareillement les valeurs de / propres 

à vérifier Tune quelconque des formules (3) seront Tordre du facteur circu- 
laire qui entre dans cette formule et les multiples de cet ordre. Cela posé^ 
soient 

les nombres qui représentent les ordres respectifs des substitutions circulaires 

(a, g,7,- -Oj (^if^jv,..,), (TïX> +»•• •)>••• i 

et r le nombre des variables qui se trouvent exclues de la substitution ( \ 

quand elle est réduite à son expression la plus simple. Non-seulement on 
aura 

attendu que les divers groupes 

a, ê, 7,. . ., 
y. , f- > ^ ? • • • ? 

?>X' +»•••' 
etc., 

devront renfermer en somme les n—r lettres auxquelles se rapporte la substi- 
tution ( I ; mais, de plus, on conclura évidemment de ce qui précède, que 
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l'ordre i de la substitution f j sera le plus petit uombre divisible à la fois 

par £X, par 6, parc, etc. 

Considérons maintenant en particulier, parmi les variables x^ jr^ Zy..., 

celles qui ne sont pas déplacées par la substitution f U et nommons u ruiie 

de ces dernières. Comme nous lavons remarqué, la variable u se trouvera 

exclue de la substitution ( j réduite à son expression la plus simple; mais , 

d'autre part , rien n'empêchera de mettre cette variable u en évidence, et de 
la considérer comme formant à elle seule un facteur circulaire du premier 
ordre , savoir, le suivant : 



C) = ■• 



On pourra même présenter ce facteur du premier ordre sous une forn»e 
analogue à celles des facteurs circulaires 

en écrivant simplement {u) au lieu de ( " j , de même qu'on écrit (x , j), 

{x,j, 2),... au lieu de i^^^ (i^z)""" 

Il suit de cette observation que , dans la formule (4) , on peut regarder la 
lettre r comme exprimant le nombre des facteurs circulaires du premier 

ordre , renfermés dans la substitution ( . j. Ajoutons que, dans la formule (4), 

deux ou plusieurs des nombres 

peuvent être supposés égaux entre eux. Si Ton se place dans cette hypothèse, 

et si, pour plus de commodité, on suppose la substitution f | équivalente 

au produit que Ion obtient quand on multiplie entre eux 

f facteurs circulaires de Tordre a, 
g facteurs circulaires de Tordre ft, 
h facteurs circulaires de Tordre c, 

etc. , et enfin 
r facteurs circulaires du premier ordre ; la formule (4) se trouvera évi- 
demment remplacée par la suivante # 

(5) ^ -4- g^è H- Ac -h . . • + r = w. 
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Une substitution quelconque ( ) sera dite régulière ^ lorsqu'elle sera, ou 

une substitution circulaire, ou le produit de plusieurs substitutions circu- 
laires de même ordre. Elle sera irrégulière dans le cas contraire. Cela posé , 
Tordre d'une substitution régulière est évidemment l'ordre de ses facteurs 
circulaires ; de plus , toute substitution régulière est une puissance d'une 
certaine substitution circulaire. Ainsi , par exemple, la substitution régulière 

[x, u) (jr, p) (z, w) 
est le cube de la substitution circulaire 

(X, jr, Z, U, V, w\ 

Enfin y étant donnée une substitution régulière qui renferme plusieurs va- 
riables X ^ jr^ 2 9 • • • ) celles de ses puissances qui ne se réduiront pas à lunité 
seront des substitutions régulières qui renfermeront nécessairement toutes ces 
variables. Au contraire, les puissances d'une substitution irrégulière seront , 
les unes irrégulières, les autres régulières; et celles qui seront régulières ren- 
fermeront un moindre nombre de variables. Ainsi, par exemple, la sub- 
stitution irrégulière 

qui renferme les variables 

X, jr, z, w, (/, 

aura pour cinquième puissance la substitution irrégulière 

qui renfermera encore les cinq variables données; mais elle aura pour 
carré, pour cube et pour quatrième puissance les substitutions régulières^ 

dont chacune renfermera deux ou trois variables seulement. 

Il est bon d'observer que si, après avoir substitué à l'arrangement A un 
autre arrangement B, on veut revenir de l'arrangement B à l'arrange- 
ment A, cette seconde opération, inverse de la première, sera représentée y 

non plus par la notation ( j , mais par la notation ( ^ ]. En conséquence, il 
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est naturel de dire que les deux substitutions 



B 



)'& 



sont inverses Tune de lautre. Cela posé, il est clair que, si la substitu- 
tion ( 1 fait passer à la place de x une autre variable jr^ la substitu- 
tion inverse ( ^.j fera passer, au contraire, ^ à la place de x. Si la sub- 
stitution i . I se réduisait à une substitution circulaire du second ordre, 
en sorte qu'on eût , par exemple , 

elle aurait pour effet unique d échanger entre elles les deux variables^, y^ 
et se confondrait avec la substitution inverse 

(b) = (^' ^)- 

Ajoutons que les facteurs circulaires de (^1 seront évidemment inverses 
des facteurs circulaires de ( . ) • 

§ II. — Extension des notations adoptées dans le premier paragraphe. Substitutions sembla h les 

entre elles. 

Considérons n variables indépendantes 

et soient 

A, B, C, D, etc. 

* 

les arrangements divers qui peuvent être formés avec ces variables. Rien 
n'empêchera de représenter par de simples lettres 

P, Q, R,... 

les substitutions qui consistent à remplacer ces arrangements lun par l'autre, 
et de prendre , par exemple , 



^O' '^=(?)- 



21. 
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ficla posé, les diverses puissances dune substitution P se trouveront repré- 
sentées par les notations 

po — r P P3 P' 

A 1, M^ y K y ET ^ , , , y 

et si Ion nomme / Tordre de la substitution P, c'est-à-dire la plus petite des 
valeurs entières de / pour lesquelles se vérifie la formule 

f) P'=i; 

alors, en désignant par k et par /des nombres entiers quelconques, on aura 

(a) phM ^ pi 

En généralisant la formule (2), on est naturellement amené à considérer 
non-seulement des puissances positives, mais encore des puissances négatives 
de la substitution P. En effet , pour assigner une signification précise à la 
notation 

il suffit d'étendre, par analogie, la formule (a) an cas même où / devient 
négatif. Alors on trouve 

(3) P-' = P*'-', 
et , en particulier, 

(4) P-* = P-*. 

Si, pour fixer les idées, on suppose î = 6, et 
on aura 

p- = P' = (^,^,jr)(«,t'). 

La substitution P"* n'étant pas distincte de la substitution P'""*, il en résulte 
que cbacun des produits 

PP-* ou P-* P 

se réduit , comme on devait s y attendre , à 

P' = P*>= I. 
Donc, par suite, si Ton a 

"=(■)• 

P^' sera la substitution qui, multipliée par ( j , donne pour produit lu- 
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nité, c'est-à-dire la substitution ( j , inverse de ( V Ainsi, les notations 

P, P-* ' 

désignent généralement deux substitutions ins^erses Tune de I autre. 

Ajoutons que Tinverse de la substitution P' sera évidemment P~'. 

Deux substitutions étant toujours inverses Tune de l'autre , quand leur 
produit est lunité , on en conclut que la substitution PQ a pour inverse Q~* P"' , 
et que, pareillement, la substitution P*Q* a pour inverse Q*^P^. 

Deux substitutions distinctes 

seront dites semblables entre elles, quand elles offnront le même nombre 
de facteurs circulaires et le même nombre de lettres dans les facteurs circu- 
laires correspondants, en sorte que les facteurs circulaires, comparés deux à 
deux, soient de même ordre. 

D'après cette définition, deux substitutions circulaires de même ordre seront 
toujours semblables entre elles , et l'on pourra en dire autant de deux sub- 
stitutions régulières qui , étant de même ordre , offriront le même nombre 
de facteurs circulaires. Ainsi, par exemple, la substitution circulaire de se- 
cond ordre 

sera semblable à chacune des substitutions 

Ija substitution du troisième ordre 

sera semblable, non-seulement à son carré 

mais encore à chacune des substitutions 

{x,jr, u)j (x, z, a),..., (7, z, m),..., (tt, s^, w),.... 

Ainsi encore les trois substitutions régulières , du second ordre , que Fou peut 
former avec quatre variables x, ^, z, li, savoir : 

sont semblables l'une à l'autre. 
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Étant données deux substitutions P, Q semblables entre elles, on peut tou- 
jours écrire la seconde au-dessus de la première , de telle sorte que les fac- 
teurs circulaires de mqme ordre se correspondent deux à deux. Alors, aux 
diverses variables que renfermait la substitution P, correspondront, dans 
la substitution Q, d autres variables qui remplaceront les premières. Gela 
posé, concevons que Ton présente les deux substitutions P, Qsous les formes 



P 



{:)• 'i = (?) 



m prenantpour A un arrangement quelconque, et en nommant C celui que 
Ion obtient, lorsque dans larrangement A on remplace chaque variableparla 
variable correspondante , prise dans la substitution Q. Il est clair que les 
deux substitutions 



-=(;) -Q=(?) 



quand elles seront semblables l'une à lautre, déplaceront, de la même manière , 
les variables qui occupaient lesmêmes places dans les arrangements A et C. Donc 
alors , si Ton écrit Tun au-dessus de l'autre, d'une part, les arrangements A 
et C, d'autre part , les arrangements B et D, les variables qui se correspondront 
dans les arrangements A et C, se correspondront encore dans les arrange- 
ments B et D, produits, le premier, par l'application de la substitution P à 
l'arrangement A ; le second, par l'application de la substitution Q à Farran- 
gemeut C. Donc on aura, dans Thypothèso admise, 



») (b) = (:) 



llériproqucment , si la condition (5) est remplie, les deux substitutions 



'•=(;). -^ = (?) 



appliquées la |)reniière à l'arrangement A, la seconde à larrangement C, 
déplaceront certainement, de la même manière, les variables qui, dans 
ces deux arrangements, occupaient les mêmes places. Donc, par suite, ces 
deux substitutions devront offrir le même nombre de facteurs circulaires, 
et le même nombre de lettres dans les facteurs circulaires correspondants, 
c'est-à-dire qu'elles seront semblables Tune à l'autre. 

Il est bon d'observer que les arrangements ci-dessus désignés par les lettres 
A, B, C, l) sont censés comprendre généralement toutes les variables que 
l'on considère. Donc, pour trouver les variables qui doivent se corres- 
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pondre dans les arrangements A et C, il est nécessaire de mettre en évidence 
toutes les variables, et non pas seulement celles qui se trouveraient renfer- 
mées dans les valeurs des substitutions P, Q , réduites à leurs plus simples ex- 
pressions. Ainsi, par exemple, si les substitutions P, Q, formées chacune 
avec cinq des six variables 

se réduisent aux suivantes 

elles seront semblables Tune àTautre. Mais, si Ton veut les présenter sous 
la forme 



-=(!)• «^=(c) 



A, B, C, D étant des arrangements qui vérifient la condition (5), on devra 
commencer par mettre en évidence les six variables 

dans chacune des substitutions P, Q, en introduisant dans la substitution 
P le facteur de premier ordre (w), et, dans la substitution Q , le facteur (j:). 
Alors, en écrivant Q au-dessus de P, de manière à faire correspondre les uns 
aux autres les facteurs circulaires de même ordre , on trouvera 

et, par suite , on pourra prendre 

A = xjrzuini^j C = jrzuuwx. 

Si Ion adopte effectivement ces valeurs de A et de C, on trouvera encore 

B = PA = jrzXifUW , D = QB = ZUjr{^{fX^ 

et, par suite , on aura non-seulement 



mais aussi 



(b) = Cn) =(^' *' "' "' «'' ^) =(î)- 

Donc, les arrangements A, B, C, D seront, comme on devait s'y attendre, 
du nombre de ceux qui vérifient la formule (5). 
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Concevons maintenant que, tes deux substitutions 



-=(;)• «=©. 



étant semblables lune à l'autre , et représentées à laide de quatre arrange- 
ments A, B, C, D , qui vérifient la condition (5), on pose 

il) - «• 

Aloi-s on tirera de la formule (5), non-seulement 



(b) = C) = «. 



mais aussi 

A 



(ï)= 



c ■ = «- 



ailleurs on aura identiquement 



<^ = {c) = (b) [l) (c) 



Donc , eu égard aux formules 



(?)=«■ (■)=". a)=«-. 



on aura encore 
Si l'on posnil 



RPR 



S = R- = (^) 



Ia forimilo (d) deviendrait 

^^) Q=S-'QS. 

Non» nonvon» doue conclure, de ce qui précède, que P élant une substi 
\\\i\m uuolconque, toute substitution semblable à P sera de la forme 

RPR-', 

sMU sT y\w miout «u même, de la forme 

S-'PS. 
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En d*antres termes, toute substitution semblable à ¥ sera le ^produit de 
trois facteurs dont les deux extrêmes seront ins^erses Vun de Fautre^ le 
facteur moyen étant précisément la substitution donnée V. Réciproquement , 
tout produit de trois facteurs dont les deux extrêmes seront deux substi^ 
tutions inverses F une de Vautre^ le facteur moyen étant la substitution P, 
sera une substitution semblable à P. 

Od peut remarquer encore que de la formule (6) on tire 

QR = RP. 

En conséquence , deux substitutions P, Q sont semblables Tune à l'autre , 
lorsqu'elles vérifient une équation de la forme 

(8) QR = RP. . 

Concevons maintenant que P, Q soient Aens, substitutions quelconques 
semblables ou dissemblables. Les produits 

PQ, QP 

seront certainement des substitutions semblables entre elles. En effet, si Top 
pose 

(9) R = PQ, S = QP, 

on en conclura , d^une part , 

P = Q-S, 

et y par suite, 

R=;:Q-SQ; 

d'autre part , 

Q=P-'R, 

et, par suite, 

S = P-«RP. 



■ i 



On arriverait encore à la même conclusion, en obsei*vant que des.fprf-. 
mules (9) on déduit immédiatement réquation : .,, 

(10) RP=PS, 



i. - , 



analogue à la formule (8). On peut donc énoncer la proposition suivant^,: : : . 

Théorème. Les deux produits que Ion peut farmer avec deux sufa^to*^ 
tions données, en prenant Tune ou Tautre pour multiplicande j'^sont: deux 
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nouveUes substitutions , BOD*8eulement de même ordre , mais encore sembla» 
bles entre elles. 

Ainsi, par exemple, si Ton multiplie, i® (*^^) f^{jf ^)> *^(T» *) P*^ 
{jc^jr)^ oa obtiendra, dans le second cas comme dans le premier, une sub* 
stiiution da second ordre, et Ion trouvera 

§ III. — Sur les diverses formes que peut reoétir une même substitution, et sur le nombre des 

substitutions semblables à une substitution donnée. 

Soit P Tune des substitutions que Ton peut former avec n variables x, 
y^ Zy. • .y et posons 

ir ^= I .sk.S. • •/!. 

Si Ton présente cette substitution sous la forme d un rapport qui ait pour 
termes deux des arrangements composés avec les variables or, ^, z,..., 
aloi^, comme nous Pavons remarqué dans le § I^, on pourra prendre pour 
dénominateur de ce rapport un quelconque de ces arrangements, et par 
suite , en laissant toutes les variables en évidence , on pourra présenter la 
substitution P sous N formes diverses. Ainsi, par exemple, si Ton prend 
fi = 3 , on aura iV^ = 6 , et la substitution du second ordre par laquelle on 
échangera entre elles les deux variables a: , ^, pourra être présentée sous 
Tune quelconque des six formes 

/^x,\ /r«\ /«r\ /^z\ Ar-\ /-r\ 

\xxzj \xzx/ \jrMxJ \xxzj \zxjr ) \zyx ) 

Lo nombre des formes que peut revêtir une même substitution P se 
trouve notablement diminué lorsqu'on l'exprime à l'aide des facteurs cir- 
(Uilnii^eH dont elle est le produit, et que, pour représenter chaque facteur 
i'iroulaire, on écrit entre deux parenthèses les variables qu'il renferme, en 
Ion Héparant par des virgules, et plaçant à la suite l'une de l'autre deux varia- 
hlo* ilout la sccoiide doit être substituée à la première. Alors le nombre des 
varlablos comprises dans chaque facteur circulaire indique précisément l'ordre 
Av i^t> factour, et le plus petit nombre qui soit simultanément divisible par 
loA iirdros dcM divers facteurs représente l'ordre / de la substitution P. Alors 
mu\ toute variable qui reste immobile quand on effectue la substitution P, 
d(^t Atro Ciuaëe comprise dans un facteur circulaire du premier ordre , qui 
rtiiii(!tiriM oelld atulè variable, et, par suite, un tel facteur, représenté par 
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Fane des notations 

est équivalent à rnnité. Les facteurs circulaires du premier ordre disparaî- 
tront toujours , si la substitution donnée P est réduite à son expression la plus 
simple. Mais ils reparaîtront nécessairement si Ton veut mettre en évidence 
toutes les variables. Il importe de connaître le nombre des formes différentes 
que peut revêtir, dans cette hypothèse , la substitution P. On y parvient aisé- 
ment de la manière suivante : 

« 

Supposons, pour fixer les idées, que la substitution P, étant de Tordre i\ 
renferme 

j facteurs circulaires de Tordre a ; 
g facteurs circulaires de Tordre h ; 
etc..., et enfin 

r facteurs circulaires du premier ordre, en sorte que r exprime le nombre 
des variables qui restent immobiles quand on effectue la substitution P. 

On aura nécessairement 

(i) o/'-h % -h . • . -h r = /i. 

Supposons encore qu'après avoir exprimé la substitution P à Taide de ses di- 
vers facteurs circulaires, représentés chacun par une série de lettres com- 
prises entre deux parenthèses, et séparées par des virgules, on veuille dé- 
terminer le nombre (o des formes semblables que Ton peut donner à la 
substitution sans déplacer les parenthèses, et, par conséquent, sans altérer les 
nombres de lettres comprises dans les facteurs circulaires qui occupent des 
rangs déterminés. Tout ce que Ton pourra faire , pour modifier la forme de 
la substitution P, ce sera ou de faire passer successivement à la première 
place, dans chaque facteur circulaire, une quelconque des lettres comprises 
dans ce facteur, ou d'échanger entre eux les facteurs circulaires de même 
ordre. Par suite, pour obtenir le nombre o) des formes, semblables entre 
elles, que peut revêtir la substitution P, il suffira de multiplier le produit 

des ordres de tous les facteurs circulaires par le nombre 

(1.2. ,>.y)(i.2. . .g). . .(i.a,. .r) 

des arrangements divers que Ton peut former avec ces facteurs, lorsque, sans 
déplacer les parenthèses qui les renferment, on se borne à échanger entre eux 

22. 
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de toutes les manières possibles les facteurs circulaires de même ordre. On 
aura donc 

Ainsi, par exemple^ si Ton prend n= 5, a = 3,y= i, r= 2, la for- 
mule (2) donnera 

w =(i .a)3 = 6. 

Effectivement, si Ton met en évidence les cinq variables x^ jr^z^Uy i^y dans 
la substitution 

composée avec trois de ces variables, on pourra la présenter sous la forme 

(x, 7, z){u)(y)j 

et , sans déplacer les parenthèses , on pourra donner à cette même substitu- 
tion six formes semblables 9 savoir : 

(^,r>«)(")Mi (7i«»^)(")M> («»^i7)MW» 
. (^> 7» «) M (")* (^> ^1 ^) W («)» («1 ^» 7) M («)• 

Il sera maintenant facile de calculer le nombre des substitutions semblables 

entre elles, et à une substitution donnée P, qui peuvent être composées avec 

n variables 

x, 7, 2, ••• • 

£n effet, nommons 

P P' P^ 

ces substitutions semblables à P. Supposons d ailleurs que Ton représente 
chacune d elles par le produit de ses divers facteurs circulaires, en mettant 
toutes les variables en évidance , et en assignant aux parenthèses des places 
déterminées. Enfin , concevons que Von donne à chacune des substitutions 
P, F, P", . • . . toutes les formes qu elle peut revêtir dans cette hypothèse. 
Si Ion nomme 9 le nombre total des substitutions P, P, P^, . • . , et (o le 
nombre des formes sous lesquelles se présentera chacune d'elles, le produit 
tùu exprimera non-seulement le nombre total des formes que revêtiront 
la substitution Pet les substitutions semblables à P,mais encore le nombre iV^ 
des arrangements divers que Ton peut former avec n variables. Car on devra 
évidemment retrouver tous ces arrangements, en supprimant les virgules et 
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les parenthèses dans les diverses formes obtenues. On aura donc 

(3) «» =iV, 
la valeur de N étant 

et , par suite , on aura encore 

(4) cr = -. 

Si la substitution P renferme f facteurs circulaires de Tordre a y g fac- 
teurs circulaires de Tordre &,.••> enfin r facteurs circulaires du premier 
ordre , on aura , en vertu de la formule (si) , 

« = (i.a.../) (i.2...g) ... (i*a...r)a-^ô^...;, 
et par conséquent la fcKrmnle (3) donnera 

(5) «r= ^ 



Si maintenant on désigne par 

f ■ 

la somme des valeurs de ts correspondantes aux divers systèmes de nom- 
bres qui peuvent représenter des valeurs de a , 6 , c . • . , propres à vérifier 
Téquation(i),ou,en d^autres termes, si Ton désigne par2far la somme des va- 
leurs de fs correspondantes aux diverses manières de partager le nombre n 
en parties égales ou inégales ; alors 2r5 devra être précisément le nombre 
total des substitutions que Ton peut former avec n lettres. On aura donc 

(6) Irs = N, 

et, par suite, eu égard à la formule (5), 

^'' (i .2. • .g) (i .2. . .h) (i .2. . ,k). . .afb^c^. . . 

Cette dernière équation paraît digne de remarque. Si , pour fixer les idées , 
on pose 71 = 5 , on trouvera 

/Ï = 5 = 4-H I =3-h2 = 3-h I-h I =24-2-+- I =24- i + i -+- 1 = I-J- I -+- 1 -f- 1 -+- 1 , 

et, par suite, Téquation (7) donnera 

I I I I II II I I I 

5 4 ^3 1.23 1.22' 1.2.32 i.2.3.4«5""' ^ 

ce qui est exact. 
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§ IV. — Résolution de l'équation linéaire et symbolique par laquelle se trouvent liées l'une à 

ff 

l'autre deux substitutions semblables entre elles. 

Soient P, Q deux substitutions semblables entre elles, formées avec 
n variables 

ou du moins avec plusieurs de ces variables ; et supposons 
(i) P= (a, ê, 7v.M >3)(^, f^i V,..., p)...(?)(x) (+)••••» 

(2) Q = (a', &, /,..., r^XV, {If, vV-, p')-(f ')(xO(4^) 

o^'i S', /,.••» *?'; ^'» K> v',..., (3';.-> ?S X'i l*'»**' d^îgi^ai^t les variables qui, 
dans la substitution Q, ont pris les places qu'occupaient les variables a, 6, 
y,..., y?; X, |x, v,.**» p;**-; ff X' l^»*** ^^°^ ^^ substitution P. Représentons par 

A et C 

les arrangements auxquels se réduisent les seconds membres des formules (i) 
et (a), quand on y supprime les parenthèses et les virgules placées entre les 
variables, en sorte qu'on ait 

(3) k :=z aSy ...YiXiiy ...p ...f ;(<]/. .., 

(4) C = (x!^i'...rf\Y^... p'... fxY.... 

Enfin , soient 

(5) B = PA et D = QC 

les nouveaux arrangements qu on obtiendra en appliquant à larrangement A 
la substitution P, et à l'arrangement G la substitution Q. On trouvera 

(6) B = êy . .•ïjaju.v . • .pX . . .ç^^ • • • > 

(7) D = êy. . .lîVfjLV. . .p'X\ . -ç'xY. . . . 

Par conséquent, les variables qui , prises deux à deux , se correspondaient 
mutuellement dans les arrangements A , G , se correspondront encore dans 
les arrangements B, D ; et cela devait être ainsi , puisque les substitutions 
semblables P, Q, présentées sous les formes semblables (i) et (a), ont eu pré- 
cisément pour effet de déplacer de la même manière les variables semblable- 
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meDt placées dans les arrangements A et C. On aura donc 

(»' (s)=a> • 

Gela posé, faisons, pour abréger, 

(ï) = Q = «• 

On aura , par suite , 

(9) D = RB, G = RA; 

et des équations (9), jointes aux formules (5)| on tirera 

D = RPA, G=QRA, 

par conséquent 

(10) QRA=RPA, 
et 

(11) QR = RP. 

Réciproquement, si les substitutions P, Q sont liées entre elles par une équa- 
tion semblable à la formule (11), alors, en appliquant à un arrangement 
quelconque A la substitution 

QR = RP, 

on retrouvera l'équation (10), et, en posant, pour abréger, 

<•=(!)■ »=a). Q=(?)- 

ou , ce qui revient au même , 

B = PA, G=RA, D=:QG, 

on tirera de Téquation (10) 

D = RB, R=(J). 
On aura donc alors 

M «=a)=(;)^ 

et, par suite, le$ substitutions 
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seront semblables lune à Tautre , puisque , en vertu de la formule (fa), elles 
devront déplacer de la même manière les variables qui se correspondent 
dans les deux termes de la substitution 



Q 



Il importe d observer que les deux membres de la formule (i i) sont les 
produits qu on obtient en multipliant les deux substitutions semblables P 
et Q par une nouvelle substitution R dont la première puissance entre, dans 
lun des produits, comme multiplicande, et dans lautre produit, comme 
multiplicateur. Pour obtenir cette nouvelle substitution R, il suffit d^expri- 
mer la substitution P à 1 aide de ses facteurs circulaires, en mettant toutes les 
variables en évidence, et d'écrire au-dessus de P la substitution Q, présentée 
sous une forme semblable à celle de P, puis de transformer les deux substi- 
tutions Q, P en deux arrangements C, A par la suppression des parenthèses 
et des virgules placées entre les variables. Ces deux arrangements G, A seront 
les deux termes d'une substitution R qui vérifiera la formule (ii). Il y a 
plus : d après ce qui a été dit ci-dessus, toute valeur de R propre à vérifier 
cette formule sera évidemment fournie par la comparaison des deux substi- 
tutions semblables P, Q, superposées l'une à Tautre, ainsi qu'on vient de Tex- 
pliquer. D'ailleurs, en laissant P sous la même forme, on pourra donner 
successivement à Q diverses formes semblables à celle de P, et semblables 
entre elles, dont le nombre &) sera déterminé par Téquation (a) du para- 
graphe précédent; et, par suite, il est clair que la substitution R admettra 
un nombre u de valeurs distinctes. Donc, si Ton résout par rapport à R 
la formule (ii), c est-à-dire Véquation sjrmboUque et linéaire à laquelle 
doit satisfaire la substitution R, on obtiendra un nombre tù de solutions 
diverses correspondantes aux diverses formes de la substitution Q. 

Si, en supposant connues, non plus les substitutions semblables P, Q, 
mais lune délies, P par exemple, et la substitution R , on demandait la va- 
leur de Q déterminée par la formule (i i), ou , ce qui revient au même, par 
la suivante 

(i3) Q = RPR-S 

on remarquerait que, pour passer de la valeur de P, donnée par la for- 
mule (i), à la valeur de Q, donnée par la formule (a), il suffit de faire subir 
aux variables x , j^, 2 , • • • les déplacements par lesquels on passe de la va- 
leur de A, donnée par la formule (3), à la valeur de G, donnée parla for- 
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mule (4) 9 c est-à-dire les déplacements qai sont indiqués par la substitution R. 
En opérant ainsi, on obtiendrait la seule valeur de Q qui vérifie la for- 
mule (i3). 

Nous savons donc maintenant résoudre les deux problèmes suivants : 
i**^ Problème. Étant données n variables jcr, ^, z,. . ., et deux substitu- 
tions semblables P, Q, formées avec ces variables, trouver une troisième 
substitution R qui soit propre à résoudre Féquation linéaire 

RP = QR. 

Solution. Exprimez la substitution P à laide de ses facteurs circulaires, 
eu mettant toutes les variables en évidence , puis écrivez au-dessus de la 
substitution P la substitution Q , présentée sous une forme semblable à celle 
de P. Supprimez ensuite les parenthèses et les virgules placées entre les va- 
riables. Les deux substitutions Q , P seront ainsi transformées en deux arran- 
gements qui seront propres à représenter les deux termes de la substitu- 
tion R. 

Corollaire. Les substitutions P, Q peuvent ne renfermer qu'une partie 
des variables x^jr^ z,. . . ; mais, pour obtenir toutes les solutions de Téqua- 
tion 

RP = QR, 

on devra, comme nous lavons dit, mettre toutes les variables en évidence, 
même celles qui ne seraient renfermées dans aucune des deux substitu- 
tions P, Q, si ces substitutions étaient réduites à leur plus simple expression. 
Il en résulte que, les substitutions P, Q restant les mêmes, le nombre des so- 
lutions de 1 équation symbolique linéaire 

RP = QR 

croîtra en même temps que le nombre des variables x , ^', z , . . • . 

Pour éclaircir ce qu^on vient de dire, supposons que les substitutions 
P, Q, réduites à leur plus simple expression, soient deux substitutions cir- 
culaires du second ordre , et que Ton ait 

Si les variables x, j*, z,. . . se réduisent à trois, alors , P étant présenté sous 
la forme 

iP^yf) (2). 
Q pourra être présenté sous lune des formes semblables 

JEor. ^An. et de Ph. math., T. III. (30« livr.) ^'i 
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d'ailleurs le nombre des variables données, 

RPR-' = (z, x), PRP-« = ( 7, 2, X). 

Si l'on supposait , au contraire , 

on trouverait 

RPR-' = (z, «), PRP-' = Cr, z) (x, m). 

§ V. — Sur ies /acteurs primitifs d'une substitution donnée. 

Nommons P Tune des substitutions que Ton peut foimer avec n variables 

Xj y y z, . • . , 

et concevons que Tordre i de cette substitution ait été décomposé eu facteurs 

0>^ o^ Cj • • • 

premiers entre eux; enfin, soit / un nombre entier quelconque. En vertu d un 
théorème précédemment établi (page 14^)9 on pourra toujours satisfaire à 
l'équivalence 

(1) ^^î^.^^.2^-...^=/, (mod./), 

par des valeurs entières de a, S, 7.... D ailleurs, / étant Tordre de la substitu- 
tion P, une équivalence de la forme 

/^/'-h T-f-. . ., (mod./), 

entraînera toujours Téquation 

p/ -_ p/'+/"^-... =: p^p*^. . . . 

Donc la formule (i) entraînera la suivante 

• • • 

-a ' 6 ' 

P' = P-"P^ P^'.,.; 

et comme, en posant, pour abréger, 

i i i 

(2) P'' = U, P* = V, P' = W,..., 

a3. 
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on aura encore^ 



ia U 



on tirera définitivement de la formule (i), jointe aux équations (a), 

(3) P' = U«V^W^... 

Dans le cas particulier où / se réduit à lunité, les exposants a, ê, y,... sont 
uniquement assujettis à vérifier l'équivalence 

(/*) /(^-+-|-l-^-f-. ..)=!, (mod./), 

et la formule (3) donne 

(:>) p = D*v^w^... 

Il est bon d observer que, Tordre / de la substitution P étant la plus petite 
valeur entière et positive de / propre à vérifier Féquation 

Tordre de la substitution 

u = p^ 

ou la plus petite valeur entière et positive de k propre à vérifier la formule 



ik 

a 



P =1, 

sera nécessairement 

A* = a. 

Pareillement ^ les ordres des substitutions 

i_ I 

v = p*, w = PV.. 

se trouveront représentés par les facteurs 6, c,... du nombre i. 

(Concevons k présent que, /?, ç, r,... étant les facteurs premiers de /, on ait 

On pourra prendre 
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et , par suite , les nombres 

exprimeront les ordres respectifs des substitutions 

U, V, w,.... 

Dailleurs, daprès ce qui a été dit à ]a page i6r. Tordre d^une substitution 
quelconque P est divisible par Tordre de chacun des facteui's circulaires 
de P. Donc l'ordre/?-^ de la substitution 11 devra être divisible par Tordre de 
chacun des facteurs circulaires de U. Donc, puisque les diviseurs de^ne 
pourront être que des puissances du nombre premier p^ la substitution U 
jouira de cette propriété remarquable, que les ordres de ses divers facteurs 
circulaires seront tous des puissances d un même nombre premier y^. Pareille- 
menty les ordres des divers facteurs de la substitution V, ou W, etc., seront 
tous des puissances du nombre premier 9, ou r, 

D'autre part, puisque U" représente le produit de a facteurs égaux à U, 

que V représente le produit de S facteurs égaux à V,..., il résulte de la for- 
mule (5) que la substitution P peut être décomposée en facteurs dont chacun 
se confonde avec Tune des puissances de P désignées par les lettres U, V, W,.... 
Cela posé, les substitutions 

U, V, W,... 

joueront , par rapport à la substitution P de Tordre 1 , un rôle analogue à 
celui que les facteurs 

nf ng r'* 

dont chacun est une puissance d un nombre premier, jouent eux-mêmes par 
rapport au nombre entier /. On peut remarquer aussi que les substitutions 
U, V, W,... représentent des puissances de? desquelles on peut déduire toutes 
les autres à Taide des formules (3) et (5). Elles offrent donc encore, pour cette 
raison, une certaine analogie avec certaines racines des équations binômes , 
savoir, avec celles qui sont désignées sous le nom de primitives, et qui, éle- 
vées à des puissances diverses, reproduisent toutes les autres racines. Pour con- 
server le souvenir de ces diverses analogies, nous dirons que les substitutions 

U V W 

déterminées par les formules (2), sont \e% facteurs primitifs de la substitu- 
tion P. 
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De plus 9 nous appellerons substitution primitiw celle qui n aura d'autres 
facteurs prinriitifs qu'elle-même, ou, en d'autres termes, celle dont l'ordre 
sera une puissance d'un nombre premier. 

Cela posé, la substitution 

[pc.jr, z, u) (i;, w), 

formée avec six variables , sera une substitution primitive du quatrième 
ordre , représentée par le produit de deux facteurs circulaires dont les or- 
dres 2 et 4 se réduiront à la première et à la seconde puissance du nombre 
premier a. 

Au contraire, la substitution circulaire 

P=(^j J» ^» «1 ^^ ^)^ 
dont Tordre est exprimé par le nombre 

6 = a • 3, 

sera décomposable en facteurs primitifs , représentés chacun par Tune des 
substitutions régulières 

U = F = (x, z, i;) (jr, u, w), V = F = {x, u) (7, i;) (z, iv). 

Effectivement, en adoptant les valeurs précédentes de U et V, on trouvera 

U^V = P' = P; 

et, par conséquent, 

P = U^V. 

Enfin, si Ton pose 

P sera une substitution du sixième ordre, que Ion pourra décomposer 
en facteurs primitifs représentés chacun par Tune des deux substitutions 
circulaires 

U = F = (X, z,j), V = P> = (m, ^), 
et que Ton déduira encore de ces facteurs à l'aide de la formule 

P = UW. 
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§ VI. — Sur les dénuées d'une ou de plusieurs substitutions, et sur les systèmes de substitutions 

conjuguées. 

Étant données une ou plusieurs substitutions qui renferment les n lettres 
jCjjr^z^..,, ou du moins plusieurs d^entre elles, je nommerai substitutions 
dériîfées toutes celles que Ion pourra déduire des substitutions données, mul- 
tipliées une ou plusieurs fois les unes par les autres, ou par elles-mêmes, 
dans un ordre quelconque; et les substitutions données , jointes aux substitu- 
tions dérivées, formeront ce que j^appellerai un système de substitutions 
conjuguées. L'ordre de ce système sera le nombre total des substitutions 
qu^il présente, y compris la substitution qui offre deux termes égaux et se 
réduit à Tunité. 

Lorsque les substitutions données se réduisent à une seule P, les substitu- 
tions dérivées se confondent avec les puissances de P et forment un système 
de substitutions conjuguées qui est d'un ordre représenté par Tordre de la 
substitution P. 

Le système de toutes les substitutions que Ion peut former avec n lettres 
x^jr^z^,., est évidemment un système de substitutions conjuguées. Si Ion 
nomme 

les divers arrangements qui peuvent être formés avec les n variables j?,^, z,..., 
les substitutions comprises dans le système dont il s^agit seront 



'■) (!)• a)- a) 



, . .., 



et le. nombre N de ces substitutions , ou Tordre du système , sera déterminé 

par la formule 

iV = 1 .2.3. . .n. 

Soit maintenant 

W I, P, Q, R,... 

un système quelconque de substitutions conjuguées. D'après la définition 
même d un tel système , on devra toujours reproduire les mêmes substitutions, 
rangées seulement d'une autre manière, si on les multiplie séparément par 
Tune quelconque d'entre elles, ou bien encore si Tune quelconque d'entre 
elles est séparément multipliée par elle-même et par toutes les autres. Donc, 
si Ton nomme S Tune quelconque des substitutions (2), les divers termes de 
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la série 

(3) S, SP, SQ, SR,..., 
ou bien encore de la série 

(4) S, PS, QS, RS,..., 

se confondront avec les termes de la série (a) rangés dans un nouvel ordre. 
Ajoutons qu'il est facile d'établir les propositions suivantes : 
!*"■ Théorème. L ordre d'un système de substitutions conjuguées relatives 
à n variables est toujours un diviseur du nombre N des arrangements que Ion 
peut former avec ces variables. 

Démonstration. Supposons que le système donné soit celui que présente la 
série (2), et nommons Af l'ordre de ce système. Si la série (2) se confond avec 
la série (i), on aura précisément M=N}, dans le cas contraire, désignons 
parti, V, W,... des substitutions qui fassent partie de la série (i) sans apparr 
tenir à la série (a). Si l'on nomme m le nombre des termes de la série 

(5) 

le tableau 



(6) 



I, u, 


V, w,..., 


I, p. 


Q, R,.«M 


u, UP, 


UQ, UR,..., 


V, VP, 


VQ, VR,..., 


w, WP, 


WQ, WR,..., 



\7l\^ • « • • 



offrira m suites horizontales composées chacune de M termes , et tous les 
termes de chaque suite seront distincts les uns des autres. Si , d'ailleurs , deux 
suites horizontales différentes, par exemple la deuxième et la troisième, 
offraient des termes égaux , en sorte qu'on eût 

VQ = UP, 

on eu conclurait 

V=UPQ-', 
OU simplement 

v = us, 

s = PQ"* étant un terme de la série (a). Donc alors, dans le tableau (6), le 
premier terme V de la troisième suite horizontale serait déjà un des termes 
de la seconde. Donc tous les termes du tableau (6) seront distincts les uns 
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des autres, si le premier terme de chaque suite horizontale est pris en de- 
hors des suites précédentes. Or concevons qu^en remplissant toujours cette 
condition , on ajoute sans cesse au tableau (6) de nouveUes suites , en faisant 
croître ainsi le nombre m. On ne pourra être arrêté dans cette opération 
quà Tinstant où le tableau (6) renfermera les N termes compris dans la 
suite (i) ; mais alors on aura évidemment 

(7) N = mHÎ. 

Donc Jlf sera un diviseur de JN. 

Corollaire. Il est bon d observer qu au tableau (6) on pourrait substituer 
un autre tableau de la forme 

D, PU, QU, RU,..., 

(8) { V, PV, QV, RV,. ., 

W, PW, QW, RW,..., 

etc. 

a* Théorème. L ordre d'un système de substitutions conjuguées est divi- 
sible par Tordre de chacune de ces substitutions. 

Démonstration. Supposons toujours que le système donné soit celui que 
présente la série (a). Si Ton nomme a Tordre de la substitution P, la suite (5) 
devra renfermer en premier lieu les substitutions 

(9) i> P> P%... , P*"*. 

Soit d'ailleurs Q Tune des substitutions qui appartiennent à la série (2) , sans 
faire partie de la suite (9). La suite (2) renfermera les substitutions 

(10) Q, PQ, P^Q,..., P*-^Q, 

et aucune de celles-ci ne pourra se confondre avec Tune des substitutions 

I , P, F ,. • •, F^ ; 

car si Ton avait , par exemple, 

P*Q = P*, 

on en conclurait 

Kjc. d'ÀH, et de Pk, nuuK, T. UI. (30* Htt.) ^^ 



f.I>) 
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Soit encore B une substitution qui fasse partie de la suite (2) > sans être 
renfermée, ni dans la suite (9) , ni dans la suite (10). La suite (2) renfermera 
nécessairement les substitutions 

R, PR, P>R,..., P--«R; 

et aucune de ces dernières ne sera comprise , ni dans la suite (9) , ni 
même dans la suite (ro); car, si Ton avait, par exemple, 

FR = P^Q, 

on en conclurait 

R = P^*Q. 

En continuant ainsi, on partagera facilement la suite des substitutions 
conjuguées 

i» P? Q7 R,. . . 

en plusieurs suites , 

I P P^ P*-* 

Q, PQ,P>Q,...,P-*Q, 
R, PR, P>R,...,P-*R, 

etc., 

dont chacune renfermera a substitutions diverses. Donc, si Ton nomme M le 
nombre des substitutions conjuguées 

ou, ce qui revient au même. Tordre de leur système, M sera un multiplet 
dea. 

Corollaire. Il importe dobserver qu en opérant toujours de la même 
manière, on pourrait intervertir Tordre des facteurs, et substituer ainsi au 
tableau (i i) un tableau de la forme 

1, i^, X-,..., r , 

^,u) ) Q. QP> QPS-M QP^', 

R, RP, RP»,..., RP-«, 
etc. 

3* Théorème.' Soient 

P, Q 

deux substitatioDS, la première de -l'ordre a, la seconde de l'ordre b; et 



(i87) 
supposons ces deux substitutions permutables entre elles, en sorte qu on ait 

(i3) QP=PQ. 

Si d ailleurs, A, k étant deux entiers quelconques, lequation 

(i4) P*Q* = I 

ne se vérifie jamais, excepté dans !e cas où Ion a 

(i5) P^=i, Q*=i, 

les deux substitutions P , Q et leurs dérivées composeront un système de sub- 
stitutions conjuguées dont Tordre sera précisément le produit ab. 

Démonstration. En effet, soit S une dérivée quelconque des deux substi- 
tutions P, Q. Cette dérivée sera le produit de facteurs égaux , les uns à P, 
les autres àQ; mais, en vertu de la formule (i 3) , Tordre dans lequel ces 
facteurs seront écrits pourra être interverti arbitrairement. Donc on pourra 
faire en sorte que chacun des facteurs égaux à P précède chacun des facteurs 
égaux à Q y et réduire S à la forme 

(i6) S = P'^Q*. 

Cela posé , comme les valeurs distinctes de P^ répondront aux valeurs 

o, I, a, •••9 a — I 

de Texposant h , et les valeurs distinctes de Q* aux valeurs 

o, I, 2,..», b — I 

de Texposant k , il est clair que les valeurs distinctes de S seront toutes 
comprises dans le tableau 

I, p, p%. ., P"-', 

Q, PQ, P'Q,..., P'-^Q, 

(17) {Q% PQ', P*Q',--, P"-*QS 



a—\f\b-\ 



Elles seront donc représentées par les divers termes de ce tableau, si ce.s 
termes sont tous inégaux entre eux. Or, c'est ce qui arrivera certainement 
dans l'hypothèse admise ; car, si l'on suppose 

(18) P*Q» = P*Q*, 

a4. 
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// , h' désignant deux nombres dont chacun soit inférieur à Tordre a de la 
substitution P, et A:, A^ deux nombres dont chacun soit inférieur à Tordre b 
de la substitution Q, Téquation (i8) donnera 

(19) pA^Q*-A'^ ,. 

et puisque, dans Thypothèse admise, la formule (i4) entraine toujours les 
formules (i5), Téquation (19) entraînera les suivantes: 

P*-'^ = r, Q*-*'= r, 

desquelles on tirera 

(ao) P'^ = P\ Q* = Q*. 

Donc, si les conditions (20) ne sont pas remplies, Téquation (18) ne pourra 
subsister, et Ton peut affirmer que deux termes distincts du tableau (17) 
auront des valeurs distinctes. D^ailleurs les termes de ce tableau , qui ren- 
ferme a lignes verticales et h lignes horizontales , sont en nombre égal au 
produit ah. Donc, dans Thypothèse admise, ce produit représentera pré- 
cisément le nombre des valeurs distinctes de P, ou , ce qui revient au même , 
Tordre du système des substitutions dérivées de P et de Q. 

Observons au reste que, dans Thypothèse admise, on aura identiquement 

P*Q* = Q*P\ 

ot qu'en conséquence les substitutions (17) se confondront respectivement 
Rvec celles que renferme le tableau 

I, I», p»,..., p-', 

Q, QP, QP»,.... QP--, 
'.il) (Q', Q»P, Q»P»,..., Q»P— , 



Des raisonuements entièrement semblables à ceax dont nous venons de 
faire usa(][e suffiraient encore pour établir les propositions suivantes : 
4' Théorème. Soient 

P, Q, R,... 

diverses substitutions permutables entre elles , en sorte qu'on ait 

faa) QP = PQ, RP = PR,..., RQ = QR,...; 
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et nommons 

a 1 ordre de la substitution P, 

h Tordre de la substitution Q, 

c Tordre de la substitution B , 
etc. 

Si , d'ailleurs , A, k^ Z,... étant des entiers quelconques, Téquatiou 

(23) P*Q*R'.,. = ï 

ne se vérifie jamais, excepté dans le cas où Ton a 

(^4) P^=i, Q*=i, R' = i,.-.; 

les substitutions P, Q, R,... et leurs dérivées composeront un système de 
substitutions conjuguées dont Tordre sera précisément le produit a^c. . . des 
ordres des substitutions données P, Q , R , . . . . 

Corollaire. U est clair que Téquatiou (23) entraînera toujours les équa- 
tions (a4) > si les substitutions 

réduites à leurs plus simples expressions , sont formées avec des variables di- 
verses , en sorte que jamais deux de ces substitutions ne renferment la même 
variable. En effet , concevons que les substitutions 

P, Q,R,... 

soient formées, la première avec les seules variables a, 6, 7,...; la seconde 
avec les seules variables X, jx, v,... ; la troisième avec les seules variables 
ç), Y^j ^,.'.. Ces divers systèmes de variables seront encore ceux qui servi- 
ront respectivement à former les substitutions 

p*, Q*, R',..., 

h , Al, /,... étant des nombres entiers quelconques. Cela posé , pour appliquer 
à un facteur quelconque une substitution de la forme 

S = P^Q*R^.., 

il suffira de faire subir aux variables a, S, 7,... les déplacements indiqués 
par la substitution P^, aux variables X, jui, v,... les déplacements indiqués 
par la substitution Q\ aux variables 9, ;(, t|/,... les déplacements indiqués 
par la substitution R',.«- Donc, pour que Téquation (ti3) subsiste, ou, ce 
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P'=i. Q*=i. R-=f 
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r encore la propoâlîoD saÎTante 



P, Q, B,... 



diT^ne^ ^obstimtioos formées avec des Tariables direnes. 
•^es sabsdtDtioas seront pemuitables entre elles , mab . de pins , étant jointes 
a leors dérirées . elles foomîront on système de sabstHations conjurées , 
qui sera d'an ordre représenté par le prodoit des ordres des sobstkntions 

Corollaire, Si la série (a 5) renferme one seole substitution de Tordre a . 
une seole de l'ordre 6, une seule de Tordre c,...; Tordre du système des sub- 
stitutions P, Q, R,... et de leurs dérivées sera le produit abc.,.. Si, au con- 
traire , la série (a5) renferme h substitutions de Tordre a^ k substitutions de 
l'ordre b^ l substitutions de Tordre c, ..., ces diverses substitutions, jointes 
a leurs dérivées, composeront un système dont Tordre sera représaité par 
le produit 

^ Vn. — Sur Us $f sternes de substitutions primittpes et conjuguées. 

Soient P une substitution régulière qui renferme n variables x, jr, z 
a Tordre de cette substitution, 
b le nombre de ses facteurs circulaires; 
les. trois nombres a^ b^ n seront liés entre eux par la formule 

n = ab. 

Cela posé, concevons que Ton range sur a lignes horizontales distinctes, 
et sur b lignes verticales, les n variables comprises dans P, en plaçant à la 
suite Tune de l'autre, dans une même ligne horizontale, les variables qui se 
suivent immédiatement dans un même facteur circulaire de P. On obtiendra 
encore une substitution régulière Q de Tordre n , en prenant pour facteurs 



, • • • , 
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de Q, a substitutions circulaires de Tordre &.| dans cbacone desquelles se- 
raient placées , à la suite Tune de lautre , lès variables que renferme une même 
ligne verticale. De plus , il est clair que les deux substitutions 

P,Q, 

dont Tune aura pour effet unique d'échanger entre elles les lignes verticales , 
tandis que l'autre aura pour effet unique d'échanger entre elles les lignes 
horizontales , seront deux substitutions permutables .entre elles, par con- 
séquent deux substitutions dont les dérivées seront toutes comprises dans 
chacun des tableaux 

I p p* p^* 

Q, QP, QP»,..., QP— , 
(1) iQ», Q'P, Q'P',..., Q'P*-S 



Q*"', Q*^'P, Q*~'P%- -, Q*-'P"-*; 
I • p p* p^i ' 

Q, PQ, P»Q,..., P«-U 
(a) (Q% PQ», PQ»,..., P^^QV 



et formeront un système de substitutions conjuguées de Tordre n = ab. 
Si, pour fixer les idées, on pose 

/i = 4 = îi X a, 
alors, avec les quatre variables 

rangées sur deux lignes horizontales et sur deux lignes verticales, on pourra 
composer les deux substitutions régulières 

qui seront permutables entre elles; et ces deux substitutions formeront , avec 

leurs dérivées 

I et PQ='QP, 
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uu système de substitutions conjnguées 

I, P, 

Q, PQ 

qui sera du quatrième ordre. Pareillement, si Ton pose 

n = 6 = 3 X a, 
aloi*$, avec les six variables 

u, i;, w, 

rangées sur deux lignes horizontales et sur trois lignes verticales , on pourra 
composer les deux substitutions régulières 

qui seront permutables entre elles; et ces deux substitutions formeront, avec 
leurs dérivées, un système de substitutions conjuguées qui sera du sixième 
ordre. Au reste, ce dernier système ne sera autre cbose que le système des 
puissances de la substitution circulaire 

(^5 W, jr, M, Z, U), 

dont P et Q représentent les facteurs primitifs. 

Au lieu de ranger les n variables données sur a lignes horizontales et sur 
b lignes verticales , on pourrait représenter ces variables par une seule lettre s 
affectée de deux indices, et représenter même les deux systèmes d'indices 
par deux nouveaux systèmes de lettres 

Ainsi, par exemple, on pourrait représenter les six variables 



par 



II. i^, w 






et alors les substitutions 



P = (^, ^, z) {u, Vy tv), Q = (x, u) [y, v) (z, w) 
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s'offriraient sous les formes 

P = («,€, 7), Q = (^,f), 

qui rendraient sensible la propriété quont ces deux substitutions d'être 
permutables entre elles. 

Concevons maintenant que le nombre entier 

n = abc. . . 

soit décomposable en plusieurs facteurs a, 6, c^.„ , égaux ou inégaux. Alors 
on pourra représenter n variables diverses 



•r, jr, Z 



1 •' 



par une seule lettre s afFectée de plusieurs indices, le nombre /de ces indices 
étant égal au nombre des facteurs a, 6, c, . . . , et représenter même les di- 
vers systèmes d*indices par divers systèmes de lettres 

X, [i, V,. . , 

?> X» +»• • •' 
etc. 

Cela posé , les substitutions P, Q , .. . qui , étant exprimées à laide des lettres 
a, j3, y,..., X, fJL, V,..., 9, Xi ^i-"» ^^ présenteront sous les formes 

(3) P = («,§, 7,...), Q==(X, ^, V,...), R = (9,x» +,-.)> "M 

seront évidemment des substitutions permutables ent^e elles, la première de 
l'ordre a, la seconde de Tordre ft, la troisième de Tordre c,...; et elles 
composeront, avec leurs dérivées, un système de substitutions conjuguées 
dont Tordre sera 

n = abc .... 



JC , J^j A» , . . . 



Ajoutons que , si les substitutions (3) sont exprimées à Taide des n lettres 

z 

chacune d'elles sera une substitution régulière qui renfermera toutes ces 
lettres, P étant le produit de - facteurs circulaires de Tordre /i, Q étant 

pareillement le produit de t facteurs circulaires de Tordre 6,.... 

Ex. d'An, et de Ph. math., T. III. (50« livr.) ^5 
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Dans le cas particulier où les / facteurs a^ ft, Cy.. deviennent égaux entre 



eux, on a 



n = a', 
et les substitutions 

P, Q, R,.,. 

forment avec leurs dérivées un système de a' substitutions diverses qui sont 
toutes de Tordre a, si a est un nombre premier, à l'exception de celle qui 
se réduit à Tunité. 

Au reste , les propositions diverses auxquelles nous venons de parvenir 
peuvent encore être {jénéralisées, ainsi que nous allons l'expliquer. 

Considérons toujours un système de n variables 



• • • 



Soient d ailleurs a un nombre entier égal ou inférieur à /i , et ha un multiple 
cle a contenu dans n. Enfin , concevons qu'avec ah variables , prises au ha- 
sard , on forme h groupes divers composés chacun de a lettres, et nommons 

(4) P„P,,...,P;i 

h substitutions circulaires de Tordre a, dont chacune soit formée avec les 
variables comprises dans un seul groupe. Ces substitutions étant permutables 
entre elles , le système de ces mêmes substitutions, et de leurs dérivées, sera 
de Tordre 



a\ 



Ajoutons que, si a est un nombre premier, le système dont il s'agit renfer- 
mera seulement des substitutions régulières de Tordre a, dont quelques-unes, 
savoir, les substitutions (4) et leurs puissances, se réduiront à des substitutions 
circulaires de Tordre a. 

Soient maintenant b un nombre égal ou inférieur k h ^ et kh un multiple de b 
contenu dans h. Avec plusieurs des précédents groupes que j'appellerai grou- 
pes de première espèce, on pourra composer des groupes de seconde es- 
pèce , dont chacun embrasse b groupes de première espèce , et dont le nombre 
soit égal à k. Cela posé, nommons 

(5) Q,, Q,..., Q, 

des substitutions dont chacune consiste à permuter circulairement entre €«h& 
les b groupes de première espèce compris dans un seul groupe de seconde. • 
espèce. Chacune des substitutions (5), exprimée à Taide des variables, pl?ilili«\/ 
tives, sera une substitution régulière équivalente au produit de a^/fffm 
circulaires dont chacun sera de Tordre b; et ces substitutions seront^l 
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tables , non-senlemeot entre elles , mais encore avec les siibstitations (4). 
Par suite , le système des substitutions (4) et (5) , et de leurs dérivées , sera 
de Tordre 

En continuant ainsi , on établira généralement la proposition suivante : 
i*^ Théorème. Considérons un système de n variables x^jr^ z,.... Soient 
d ailleurs a un nombre entier, égal ou inférieur à «, et / = ha un multiple 
de a contenu dans n. Soient encore b un nombre entier, égal ou inférieur à h , 
et kh un multiple de h contenu dans h. Soient pareillement c un nombre en- 
tier, égal ou inférieur à A: , et /c un multiple de c contenu dans A: ; ... . On 
pourra toujours former, avec i variables arbitrairement choisies, un sys- 
tème de substitutions conjuguées dont Tordre sera représenté par le produit 

Corollaire. En supposant les nombres a, 6, c,... tous égaux à un même 
nombre premier, />, on déduit immédiatement du théorème i" la proposition 
suivante : 

2^ Théorème. Considérons un système de n variables. Soit d ailleurs /? un 
nombre premier égal ou inférieur à n. Soient encore i = hp un multiple de p 
contenu dans n, kp un multiple de p contenu dans A , Ip un multiple de p con- 
tenu dans A, etc. Avec i variables arbitrairement choisies , on pourra tou- 
jours former un système de substitutions conjuguées et primitives, dont 
Tordre sera représenté par le produit 

Corollaire. Rien n empêche d admettre que dans le théorème précédent 
on désigne par hp le plus grand multiple de p contenu dans n , par kp le pins 
grand multiple de p contenu dans Zr, par Ip le plus grand multiple de p con- 
tenu dans k,.... Alors 

se réduit (*) à la plus haute puissance de p qui divise exactement le 



(*) Soit p^ la phis haute puissance de/; qui divise exactement le produit 

N:= 1.2.3...//. 

Pour que /yH-A^-A-.*. ^ réduise à/;/, il sera nécessaire et il suffira que l'un ait 

f ^J|||iliis.lHiUle puissance dejj, qui divise iV, est 
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produit 

et, par suite, on obtient , à la place du a^ théorème , la proposition suivante : 

. 3* Théorème. Considcrons un système de n variables x^jr^ z,.... Soient 

d^ailleurs p un nombre premier, égal ou inférieur à n, île plus grand multiple 

de p contenu dans ra , et // la plus haute puissance de p qui divise exactement 

le produit 

iV= i.a«3. . . 71. 

Avec plusieurs des variables a*, j^, z,... choisies arbitrairement en nombre 
égal à £, ou pourra toujours former un système de substitutions primitives 
conjuguées , qui sera de Tordre p^. 

Pour montrer une application des principes que nous venons d'établir, 

la somme des entiers contenus dans les fractions 

N N N 

— î — î —V» 
P P" />• 

et il est clair que , dansThypothèse admise y ces entiers seront précisément les nombres repré* 
sentes par 

Au reste y on peut arriver très-simplement à l'équation 

de la maniéré suivante: 
Soient, comme ci-dessus, 

hp le plus grand multiple de p contenu dans /i, 
kp le plus grand multiple de p contenu dans A, 
Ip le plus grand multiple de p contenu dans k^ 

cu« • • • • 

Évidemment pf^ ou la pins haute puissance de p qui divise le produit 

N ^ I .2.3« . ./i, 

sera en même temps la plus haute puissance de p qui divisera le produit ' 

p.^p.Zp, . ,hp:=i I • 2 • 3 . . . hp^. 
Donc , par suite , 

sera la plus haute puissance de p qui divisera le produit 

I aSsOa • * ** y 

mais kp étant le plus grand multiple de p contenu dans A, p^-^ sera encore la plus haute 



^ = ;./-* 
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considérons en particulier cinq variables 

X, Jy «, «, ^, 
>oposons d^ailleurs ^ = a. On aura, dans ce cas, 

1=4 = a^i A = a, Ar = 1, 

/=A-hA = 3, /;>^=4.a = 8. 

»nd au hasard quatre des cinq variables données, on 

irs, avec ces quatre variables, par exemple avec x ^ y^ z^u^ 

i système de substitutions régulières conjuguées , qui sera d*un 

représenté par le nombre 8. Effectivement, partageons les quatre 

I riables 

X, jr, z, u 
en deux groupes 




puissance de p qui divisera le produit 

p.7p.3p,, .Âp = 1.2.3... Â'p^. 

Donc, par suite, 

r 

sera la plus haute puissance de p qui divisera le produit 

1.2. • . A. 

En continuant ainsi, on reconnaîtra que les plus hautes puissances de p qui diviseront les 
produits 

sont respectivement les divers termes de la suite 

Or, cette même suite aura nécessairement pour dernier terme 

et comme ce dernier terme sera aussi de la forme 
on aura définitivement 

pf—h k i ... rr I, 

ou , ce qui revient au méme^ 

pf z^ pA444-H*»»«, 
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composés chacun de deux variables, etnompions 

deux substitutions circulaires du second ordre, dont chacune soit formée 
avec les variables comprises dans un seul groupe. Soit, de plus, 

la substitution qui consiste à échanger les deux groupes 

Tun contre l'autre. Les trois substitutions 

P,, P, etQ 

seront permutables entre elles, et, en les joignant à leurs dérivées, on ob- 
tiendra un système de huit substitutions régulières et conjuguées, qui seront 

respectivement 

I, F| , Fj, F|Pj, 

Q, P.Q, P.Q, P.P.Q, 

OU , ce qui revient au même , 

{^1 2) (r^ ^), {^j 2,7, «), (^7 w,^, z), {X, u) [jr, z). 
Concevons maintenant que les variables données 

Xj y, z, M, ^, w 

soient au nombre de six , et que Ton prenne /? = 3. Alors on aura 

I = 6 = a/? , A = a , 

et , par suite , 

J =h= 2, pf=z 3^ = 9. 

Cela posé , on conclura du 3® théorème qu avec les six variables x^y^ z^u^s^^w 
on peut former un système de neuf substitutions régulières et conjuguées. 
Effectivement, partageons ces six variables en deux groupes 

composés chacun de trois variables, et nommons 
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ibstitutions circnlaires du troisième ordre , dont chacune soit formée 

s variables comprises dans un seul groupe. Ces deux substitutions se- 

rmutables entre elles , et , en les joignant à leurs dérivées , on obtiendra 

tème de neuf substitutions régulières et conjuguées qui seront respec- 

eut 

I P P» 

P P P P*P 

ce qui revient au même, 

(w, w, (/), {x,jr, z) («, w, \i), {x, z,jr) (w, tv, i^). 
Concevons enfin que , les variables données 

îtant toujours au nombre de six, on prenne p=ii. Alors on aura non-seu- 
lement 

mais encore 

i = /i = 6 = 3/?, A = 3, A = I , 
et par suite 

/=A4-A: = 4, ;^/=a*=i6. 

Cela posé , on conclura du 3* théorème , qu a vec les six variables x, j^ z, «, v;, w 
on peut former seize substitutions primitives et conjuguées. Effectivement, 
partageons ces six variables en trois groupes 



J?» 


T. 


2, 


«, 


V, 


w, 



et nommons 

P| = (^,r)' P» = («' ")' P» = (^> w^) 

trois substitutions circulaires du second ordre dont chacune soit formée avec 
les variables comprises dans un seul groupe. Soit, de plus, 

Çt = {x,z){j,u) 



p„ 


P., 


p.p., 


P|P„ 


P.Q, 


P.Q, 
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la substitution qui consiste à échanger les deux premiers groupes 

Tun contre lautre. Les quatre substitutions 

P„ P,, P, et Q 

seront permutables entre elles ; et , en les joignant à leurs dérivées , on ob- 
tiendra un système de seize substitutions primitives et conjuguées qui seront 
respectivement 

Q, PiQ, 

PiP.P.Q, P.P.Q; P.P.Q, P.P,Q; 

ou , ce qui revient au même , 

(•^»J) («>«)(«'>"'), («,«)(♦',«'), {v,w){x,x), {x,j){z,u), 

{x,z)(jr,u), {x,z,jr,u), {x,Uyjr,z), (x,z){jr,u){v,w), 

{x,u)(j,z)(y,w), {x,u,jr,z){v,w), (x, z, jr, u) {v, w) , {x,u){y,z). 

Il est bon d'observer que ce dernier système de substitutions conjuguées ren- 
ferme, avec l'unité, trois substitutions circulaires du second ordre, savoir, 

ip^yf)^ («,")> («'»w), 
huit substitutions régulières du second ordre, savoir, 

(z,«)(f,w), (f , tv) (a;, 7), (j:,7)(z,«), {x,z){jr,u), {x,u){j,z), 

et 

(x, 7) (z, u) (f, w), (x, z) ( 7, u) {v, w), {x, u) {jr, z)' (w, w), 

deux substitutions régulières du quatrième ordre , savoir, 

{x, z, jr, u), {x, u, X, a), 

dont l'une est le cube de l'autre ; enfin deux substitutions primitives du qua- 
trième ordre, savoir, 

(ar, z, j, «) (f, w\ (x, u, j, z) [v, w), 
dont l'une est encore le cube de l'autre. 
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§ Vm. — Sur les dit»er$es puissances d'une même substitution. 

Soient P une substitation quelconque, et î Tordre de cette substitution. 
Les divei'ses puissances de P, on , ce qui revient au même , les dérivées di- 
verses de P, se réduiront aux divers termes de la suite 

dont le premier peut encore être représenté par P^ ; et si , en nommant r un 
des nombres 

(a) o, I, a,..., I— I, 

on désigne par / un entier qui, divisé par /, donne r pour reste, la formule 

/^r, (mod. /) 

entraînera la suivante 

P'=P^ 

Soient maintenant 

t), -9, «>,.. . 

les divers facteurs circulaires de P formés avec des variables qui sont toutes 
distinctes les unes des autres. L'équation 

(3) P = xyi?^... 
entraînera la suivante 

(4) P' = &'^^...j 

quel que soit lexposant Z; et, comme les divers facteurs t)',i9', ^,. . . de la 
substitution P' sont formés avec des variables diverses , le seul cas où la sub- 
stitution P^ ne déplacera aucune variable sera évidemment celui où chacun 
des facteurs c/, tp', ^,... remplira cette même condition. En d^autres termes, 
pour que Ton ait 

(5) P'=., 

il sera nécessaire et il suffira que Ion ait séparément 
(6) tD'=i, i?'=i, «)'=:l,.... 

D ailleurs , les diverses valeurs entières et positives de / propres à vérifier la 
formule (3) seront Tordre i de la substitution P et les multiples de cet ordre. 
Pareillement, les diverses valeurs de / propres à vérifier Tune quelconque des 
formules (4) seront Tordre du facteur circulaire qui entre dans cette formule 
et les multiples de cet ordre. Cela posé, il est clair que la plus petite des va- 

Ex. d'An, et de Phys. math., T. III. (5I« lifr) a6 
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leurs positives de / propres à vérifier la formule (3) ou Tordre i de la substi- 
tution P, devra être le plus petit nombre divisible à la fois par les ordres des 
divers facteurs circulaires t>, •<?, tjj), . . . . Ainsi se trouve rigoureusement éta- 
blie la proposition que nous avons déjà indiquée page i6i, et que Ion peut 
énoncer comme il suit : 

1*' Théorème. L'ordre d une substitution quelconque P, représentée par 
le produit de plusieurs facteurs circulaires 

f) tp t® 

est le plus petit nombre qui soit divisible par l'ordre de chacun de ces 
facteurs. 

Soit maintenant h un nombre entier quelconque , et posons 

(7) S = P*. 

La substitution S sera Tune quelconque des dérivées de P. D'ailleurs , Téqua- 
tien (7) entraînera la suivante 

(8) S' = F', 
et, par suite , la formule 

(9) ^^ » 

donnera 

(10) P*'= I. 

Donc Tordre de la substitution S, ou la plus petite des valeurs de /propres 
à vérifier la formule (9), sera en même temps la plus petite des ^eurs de / 
propres à vérifier la formule (10) et, par conséquent, Téqui valence 

(il) AZ = o, (mod. i), 

ou, ce qui revient au même, la plus petite des valeurs de / qui rendront le 
produit hl divisible par /. Or, si Ton nomme 9 le plus grand commun divi- 
seur de h et de /, les seules valeurs de /qui rendront le produit hl divisible 

par i seront le rapport r et les multiples de ce rapport. Donc Tordre de la 

substitution S = P* sera précisément le rapport -, et Ton pourra énoncer 

encore la proposition suivante : 

1^ Théorème. Soit P une substitution de Tordre i. Soient, de plus, h un 
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nombre entier quelconque, et 6 le plus grand commun diviseur des entiers 
h et /. li ordre de la substitution P* sera représenté par le rapport -• 

Coroliaire. Pour que g se réduise à /, il est nécessaire et il suffit que Ton 

ait 6 = 1 y c^est-à-dire que le plus grand commun diviseur de h et de / se 
réduise à Tunité; en d autres termes , il est nécessaire et il suffit que h soit 
premier à L D ailleurs, lorsque cette condition se trouve remplie, h est né- 
cessairement premier à chacun des facteurs de /, par conséquent à Tordre de 
chacun des facteurs circulaires 

de la substitution P. Donc alors les ordres de ces divers facteurs sont respec- 
tivement égaux à ceux des substitutions 

r)* ^ VS>^ 

et la formule 

(la) P* = t!)*<>*^.. ., 

qui se déduit immédiatement de Féquation (3) , fournit pour valeur de P^' 
une substitution semblable à la substitution P. On peut donc énoncer encore 
la proposition suivante : 

3^ Théorème. P étant une substitution de l'ordre i, les substitutions qui 
seront de cet ordre , parmi les diverses puissances de P, se confondront avec 
les puissances dont les degrés seront premiers à L De plus, ces substitutions 
seront toutes semblables à P; en conséquence, la suite 

i P P* F-* 

offrira autant de termes semblables à P qu il y a de nombres entiers inférieurs 
à i et premiers à i. 

Corollaire. Soit Q un diviseur quelconque de /, et posons 
(i3) i = Qj. 

m 

En vertu du a* théorème, une puissance P* de P sera de Tordre / = 7 loi's- 
que h sera de la forme 

(i4) h=Qk, 

s 

k étant premier à j. Or, dans cette hypothèse, en faisant, poui" abréger, 

(i5) p* = e, 

a6. 
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on trouvera 

(i6) P* = e*; 

et comme, en verlu de la formule (i5), 9 sera une substitution de Tordre/, 
on conclura de la formule (i6), jointe au 3* théorème, queP'^ est une sub- 
stitution semblable à P^ = 9. Enfin il est clair que le nombre h déterminé 
par la formule (i4) sera inférieur à i et premier à i, si le nombre k est infé- 
rieur à y et premier à/. Cela posé, on pourra évidemment énoncer la pro- 
position suivante : 

4^ Théorème, P étant une substitution de Tordre /, 9 un diviseur quel- 

conque de/, et y la valeur entière du rapport r, les substitutions qui seront 

de Tordre/, parmi les diverses puissances de P, se confondront avec les puis- 
sances dont les degrés, divisés par 9, donneront pour quotients des nombres 
entiers premiers à/. De plus, ces substitutions seront toutes semblables 

à P^; en conséquence , la suite 

offrira autant de termes semblables à P^ qu'il y a de nombres entiers infé- 
rieui*s à / et premiers à /. 

Pour montrer une application des théorèmes qui précèdent , considérons 
en particulier la substitution circulaire de même ordre 

Dans ce cas le nombre 

/=6 

aura pour diviseurs, outre Tunité, les nombres 

a, 3, 6, 

et les puissances distinctes de P seront 

I, P, V\ P% P*, V\ 

D^ailleui^ , parmi les nombres 

o, I, a, 3, 4? 5, 

qui représenteront les degrés de ces puissances, deux seulement, savoir f 
et 5, seront premiers à 6; deux autres, savoir a et 4, seront les produits du 
diviseur a par des facteurs i et a premiers à 3 = |; enfin le seul nombre 3 
pourra être considéré comme le produit du diviseur 3 par un facteur i pre- 
mier à a = f. Donc, en vertu des 3^ et 4^ théorèmes, parmi les cinq puis* 
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sances de P distinctes de l'unité , on trouvera deux substitutions circulaires 
du sixième ordre, savoir, 

P et P% 

deux substitutions circulaires du troisième ordre, savoir, 

P» et P*, 

et une seule substitution circulaire du second ordre, savoir, 

P». 
On aura effectivement 

P = (^» r^ h «, ^^ w), p* = (jc, w, t^, w, z, jr), 
P»=(a?, z, i^) [jr, M, w), P* = (x, 1^, z) (^, IV, m), 

P» = (j:, u) {jr, V) (z, IV). 

Lorsque Tordre de la substitution P est représenté par un nombre premier, 
alors, en vertu du 3^ théorème, les puissances de P distinctes de lunité sont 
toutes semblables à P. Ainsi, par exemple, si Ion prend pour P la substitu- 
tion régulière du deuxième ordre 

les puissances de P distinctes de Tunité, savoir, 

p, p«, 

sont toutes deux des substitutions régulières du troisième ordre. On trouvera , 

en effet , 

P» = (jr, z,jr) (tt, iv, i^). 

Pareillement, si Ton prend pour P la substitution circulaire du cinquième 
ordre 

P = («^i^> 2» "ï ^)y 

les quatre puissauces de P distinctes de l'unité , savoir, 

p, p», p% p», 

seront toutes des substitutions circulaires du cinquième ordre. On aura , en 
effet , 

P = (^> J^ 2» «> ^)ï P' = (P^f ^» ""^ jr^ ")^ 

p» = {x, uj jr, V, z), P* = [Xj i/, u, z, j). 

Lorsque la substitution P est , comme dans le premier et le dernier des 
exemples précédents, une substitution circulaire, alors, en vertu des prin- 
cipes établis dans le § I (page i58), toute puissance P^ de P est le produit de 
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plusieurs facteurs circulaires de même ordre, etv par conséquent, une sub- 

W 

m 

stitution régulière, dont 1 ordre se confond avec -, 6 étant le plus grand com- 
mun diviseur de h et de L Ajoutons que la substitution P^ renfermera toutes 
les variables comprises dans la substitution circulaire P. 

Si la lettre P représente, non plus une substitution circulaire, mais une 
substitution régulière équivalente au produit de plusieurs facteurs circulaires 

V/, Yj Yf'^ , , , ^ 

dont chacun est de Tordre i; alors, 6 étant toujours .le plus grand commun 
diviseur de i et de A, les divers facteurs 

t)*, <?*, fl?^. . . 

de la substitution P^ déterminée par la formule (isi) renferment toutes les 
variables comprises dans P, et se réduisent tous à des substitutions régulières 

de Tordre -. Il en résulte qu on peut en dire autant de la substitution P^ elle- 
même. On peut donc énoncer encore la proposition suivante : 

5® Théorème. Soient P une substitution régulière de Tordre î, et h un 
nombre entier quelconque. Soient encore Q le plus grand commun diviseur 

des nombres Â, i , et / la valeur entière du rapport -. Alors P^ sera une sub- 
stitution régulière de Tordre y, dans laquelle se trouveront comprises toutes 
les variables que renfermait la substitution P. 

Corollaire. Lorsque Tordre i de la substitution régulière P est une puis- 
sance p^ dun nombre premier p^ les deux diviseurs de i, représentés par ô 
et y, se réduisent eux-mêmes à des puissances de p d un degré inférieur ou 
tout au plus égal à f^ et le 5® théorème fournit la proposition suivante : 

6® Théorème. Nommons P une substitution régulière dont Tordre soit une 
certaine puissance // d'un nombre premier p. Soient, de plus, h un nombre 
entier quelconque, et p^ la plus haute puissance de p qui divise h. La substi- 

tution Posera une substitution régulière de Tordre ^ = //"^, dans laquelle 

se trouveront comprises toutes les variables que renfermait la substitu- 
tion P. 

Supposons maintenant que P représente une substitution sinon régulière , 
du moins primitive, c^est-à-dire une substitution régulière ou irrégulière dont 
Tordre soit une puissance />^ d'un nombre premier p. Alors P sera nécessaire- 
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ment le produit de plusieurs rabsdtutions régulières 

dont les ordres 

pf, /?^, . . . 

se trouveront représentés par diverses puissances de p correspondantes à des 
exposants 

y î §r> • • • 1 

qui pourront être censés former une suite décroissante,/ étant le plus con- 
sidérable d^entre eux. D'ailleurs, si Ton désigne par h un nombre entier quel- 
concpie , Téquation 

(17) P = UVW... * 
entraînera la suivante 

(18) P*=U*V*W\.., 

et de l'équation (18), jointe au & théorème, il résulte évidemment que P^ 
sera , comme P, une substitution primitive. Enfin il suffira de poser, dans 
Téquation (18), 

ou plus généralement 

h = kp^, 

k étant premier à p^ pour réduire à Tunité la substitution V^, et à plus forte 
raison les substitutions W*, .... Mais alors , en vertu des formules 

V^=i, W*=i, etc., 

jointes à Téquation (18), on aura 

(19) p'^ = u^ 

Donc la puissance P^ de la substitution P sera équivalente à la puissance U^ 
de la substitution régulière U, et Ton conclura du 7® théorème, que, dans 
rhypothèse admise, l'ordre de la substitution P* se réduit encore k p^^^. 
D'autre part , comme la substitution P* = D* comprendra toutes ta vrf" ■ 
renfermées dans U, elle sera certainement distincte de Tunité. Ot 
énoncer la proposition suivante : ' " . * 

7® TTiéorème. Nommons P une substitution. primitive donl ' 
puissance // d^un nombre premier /?. Si Ton désigaatiNK** 
quelconque , P^ sera encore une substkuticm prinitiii 
une certaine puissance de p. Concevons 
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facteurs représentés par des substitutioDs régulières 

dont les ordres 

forment une suite décroissante. Si Ion prend pour h^ ou le second terme p^ 
de cette suite, ou le produit de ce second terme par un nombre k premier à p^ 
alors P^ sera une substitution distincte de 1 unité, non-seulement primitive, 
mais régulière et de Tordre p^'^^ dans laquelle se trouveront comprises toutes 
les variables que renfermait le premier facteur régulier U de la substitution P. 
Pour montrer une application du 7^ théorème , considérons la substitution 
primitive du quatrième ordre 

On aura , dans ce cas , 

13 = {x, jr, z, u), V = (y, w). 

Gela posé, on obtiendra évidemment un nombre h équivalent au produit de 
p^=i^ par un facteur premier à p, si Ton prend 

Donc , en vertu du 8* théorème , 

pa 

sera une substitution régulière de Tordre 

On trouvera effectivement 

P* = (^, ^) {J. "). 

Supposons à présent que la substitution P de Tordre i ne soit ni régulière, 
ni même primitive. Alors, en nommant /? Tun quelconque des facteurs pre- 
miers de j, et en posant 

i = pl, 

on conclura du si® théorème , que P' est une substitution de Tordre p. Donc , 
puisqu'une substitution dont Tordre se réduit au nombre premier p est né- 
cessairement régulière , on pourra énoncer la proposition suivante : 
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8* Théorème. Soient P une substitution quelconque régulière ou irrégu- 
lière , i l'ordre de cette substitution , et p l'un quelconque des facteurs pre- 
miers de /. On pourra toujours choisir le nombre entier / de manière à faire 
coïncider la puissance P' de P avec une substitution de Tordre p. 

Dans ce qui précède , nous avons généralement supposé que les exposants 
des puissances d'une substitution donnée P étaient positifs. Cette supposition 
embrasse tous les cas possibles, puisqu'on peut ajouter à un exposant quel- 
conque un multiple quelconque de l'ordre /de la substitution donnée, et 
tt^ansformer ainsi un exposant négatif en un exposant positif. D'ailleurs , / 
étant un nombre entier quelconque , il est facile d'établir, à l'égard des sub- 
stitutions de la forme 

P-» et P-', 

les deux théorèmes que nous allons énoncer. 

9* Théorènie. Quelle que soit la substitution P, la substitution inverse P~* 
sera toujours semblable à P. 

Démonstration. En effet, nommons £ Tordre de la substitution P. On aura 

p-i ^ p/-i. 

et, comme le nombre i— i sera premier à /, on conclura du 4^ théorème, 
que P*"* est semblable à P. 

Corollaire. Soit maintenant / un nombre entier quelconque. L'inverse de 
P', c'est-à-dire la substitution qui, étant multipliée par P', donnera pour pro- 
duit Tunité, sera évidemment P"'. Car, si Ton nomme /' un exposant positif 
assujetti à vérifier la condition 

/'^— /, (mod. /), 

on aura non-seulement 

P'' = P-', 

mais encore 

p/p/'^p/^r_po«,, 

et, par suite, 

P'P-'= I. 

Donc, en vertu du 9^ théorème, on pourra énoncer encore la proposition 
suivante: 

10* Théorème. P étant une substitution quelconque, et / un nombre en- 
tier quelconque, la puissance négative P^ de P sera toujours semblable à la 
puissance positive P'. 

Ex. d'An, el de Phxs. math., T. III. ^5I« \ii^) ^^7 
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$ fX. — Des substitiOions permuiahies entre e fief, 

P, Q 

deux substitutions formées avec les n variable^ 

X, jr^ Zy . • . . 

(Jcs deux substitutions P, Q seront permutables entre elles si elles vérifienf 
lequation linéaire et symbolique 

(0 QP = PQ. 

Donc, la substitution P étant donnée, ilsuffira, ponr obtenir une substitution Q 
permutable avec P, de résoudre 1 équation (i). Si, d'ailleurs, on nomme » 
11? nombre d(rs formes diverses et semblables entre elles que Ton peut faire 
|)rendre à la substitution Pen lexprimant à Taide de ses facteurs circulaires , 
et, mettant toutes les variables en évidence; ca sera précisément le nombre 
des solutions diverses de Téquation (i), ou, ce qui revient au même, le 
nombre des valeurs diverses de la substitution Q. Ajoutons qu'en vertu des 
principes établis dans le § IV, on devra, pour obtenir Q, écrire au-dessus de 
la substitution P la même substitution sous une seconde forme semblable à la 
première , puis réduire les deux foimes de la substitution P à de simples ar- 
ran{;ements en supprimant les parenthèses et les vir{;ules placées entre les 
variables, et prendre ces arrangements pour les deux termes de la substitu- 
tion cherchée Q. 

D'autre part, ainsi que nous l'avons déjà expliqué pa{;e 171, tout ce que 
Ton pourra faire pour modifier la forme de la substitution P, ce sera, ou de 
faire passer successivement à la première place, dans chaque facteur circu- 
laire, une quelconque des lettres comprises dans ce facteur, ou d'échanger 
(între eux des facteurs circulaires de même ordre. Cela posé, comme le pro- 
duii de plusieurs facteurs circulaires de même ordre est ce que nous appe- 
lons une substitution régulièrej il arrivera nécessairement de deux choses 
l'une. Ou P sera une substitution régulière équivalente au produit de plu- 
sieurs facteurs circulaires de même ordre qui tous seront échangés ciixulai- 
rement entre eux quand on passera de la première forme de P à la seconde^ 
ou, du moins, P sera le produit de plusieurs substitutions régulières, dont 
chacune remplira la condition que nous venons d'indiquer. 

Arrêtons-nous d'abord à la première hypothèse , et, en admettant que Pse 
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réduise au produit de h facteurs circulaires dont chacun soit de Tordre a, 
nommons 

ces mêmes facteurs que nous supposerons échangés circulairement entre eux 
dans Tordre indiqué par la substitution 

Puisqu il suffira d'opérer cet échange pour passer de la première forme de P 
à la seconde, il est clair que, dans ce passage, chacune des variables qui ap- 
partiennent au facteur S^ se trouvera remplacée par une variable correspon- 
dante qui appartiendra au facteur S, puis celle-ci par une troisième variable 
appartenant au facteur ^, et ainsi de suite. Gela posé, soit a la variable qui 
occupait la première place dans le facteur ^; désignons par ê, y,. . . les va- 
riables correspondantes tirées des facteurs S, 6,. . •; enfin soit 

(a, 6, 7,..., X, ^, V,..., ?i X' ^'-'O 

le facteur circulaire qui renferme la variable a dans la substitution Q. La 
suite des variables 

\;i} a, ê, 7,.--, À, fx, v,..., y, /, vp,... 

pourra être évidemment décomposée en plusieurs autres suites 
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formées chacune avec des variables qui se succéderont dans Tordre indique 
par la substitution 

en sorte que, dans chacune des lignes horizontales du tableau (3), le premier 
terme représente une variable tirée du facteur ^, le second une variable 
tirée du facteur ^s, le troisième une variable tirée du facteur 6, etc. Or 
[)uisque , dans le tableau (3) construit comme on vient de le dire, le nombre 
des colonnes verticales sera précisément le nombre h des facteurs circulaires 

'^ , 5, ^, • • • , 

27. 
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il est clair que, si 1 on nomme b le nombre total des termes renfermés dans 
ce même tableau, et 9 le nombre des suites horizontales qui le composent, 
on aura 

(4) b = eh. 

Ajoutons que le nombre b des termes compris dans le tableau (3) sera pré- 
cisément Tordre de la substitution circulaire 

(a, ê, 7,..., X, iij V,..., y, X, ij/,. ..)• 
Soient maintenant 

(5) a', g', /,..., r, ii\ v',..., ç', xS r^'- 
les variables qui , dans les facteurs circulaires 

ou plutôt dans les cercles indicateurs correspondants, suivent immédiate- 
ment les variables 

a, S, y,..., 1, f^, V,..., ç, Xî +>•• • 
Soient pareillement 

(6) a% S^ y\..., r, fx", V",..., ç% x", +%•.. 

les variables qui, dans les mêmes cercles indicateurs , suivent immédiate- 
ment les variables 

a', g', 7',. . ., X', fjL', v',. . ., 9', xS 1^'» 

otc . . . • Chacune des suites (5) , (6) , • . • renfermera , comme la suite (4) , 
h termes différents, et ces termes seront encore propres à représenter les 
variables qui succéderont les unes aux autres , en vertu d'un facteur circu- 
laire de la substitution Q. Cela posé , si Ton nomme 

'O, 1?, u?, 

les divers facteurs circulaires de Q , tous ces facteurs seront de même ordre, 
et Ton pourra supposer 

©=:(«, g, 7,..., X, [i, V,..., y, x^ ^^'")j 

^^' ^ ^ = (a^ g% 7%. . ., x^ ii\ v^ . ., 9", x% r^^ • •). 

etc. 
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O^autre part, les variables qui succéderont les unes aux autres, en vertu 
du facteur circulaire a de la substitution P, seront évidemment 

(8) a, ol\ (xf^. . . , X, a', X",. • ., ç, (f\ ç*', . . . • 

Pareillement, les variables, qui succéderont les unes aux autres dans le fac- 
teur s de la substitution P, seront 

(9) ê, 6', e^,. . ., fx, [if, ii\.. ., X» X'» x"»- • •• 

De même aussi les variables, qui succéderont les unes aux auti*es dans le fac- 
teur S de la substitution P, seront 

(10) 7, y', 7^..., V, v', v",..., (|^, t^\ +%-.., 

etc.... On aura donc encore 

^= (a, afy a",..., X, X', X",..., 9, ç', 9",...), 

< 6 = (y, 7', y-,..,, V, V', v%..., if, +', t|/% ..), 

etc. 

Observons d'ailleurs que, si Ion nomme â le nombre des facteurs circulaires 

t), <>, ^, . . . 

de la substitution Q, les diverses variables comprises dans la substitution -fl 
pourront être réparties entre les k suites verticales du tableau 

/ a, (xff OL , • • • , 
\ X X' X" 

\ etc., 

qui renferme , comme le tableau (3), d lignes horizontales. Donc Tordre a de 
la substitution 51, représenté par le nombre total des termes du tableau (1 9.), 
sera 

(i3) a=9k. 

Remarquons à présent que, dans l'hypothèse admise, les substitutions 
P, Q, toutes deux régulières, seront déterminées par les formules 

(î4) P=^S6..,, Q = tDl?«)..., 
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et que les n variables doonées 

se confondront avec les variables comprises dans les seconds membres des 
formules (7), ou, ce qui revient au même, dans les seconds membres des for- 
mules (11). D'ailleurs ces mêmes variables, dont le nombre n se trouvera 
représenté par chacun des produits égaux 
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dont le nombre sera d, et dont chacun renfermera non-seulement h lignes 
verticales, mais encore k lignes horizontales. Cela posé, on conclura immé- 
diatement des formules (i i), que, pour obtenir, dans l'hypothèse admise, 
l'nn quelconque des facteurs circulaires 

de la substitution P, il suffit d^écrire à la suite les unes des autres, en les pla- 
çant entre deux parenthèses et les séparant par des virgules , les variables 
qui appartiennent, dans les tableaux (i5), (16), (17), etc., à une ligne ver- 
ticale de rang déterminé. On conclura, au contraire, des formules (7) , que , 
pour obtenir Tun quelconque des facteurs circulaires 

v/, V^ j • • • 



^ 
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de la substitution Q, il suffit d'écrire à la suite les unes des autres, en les 
plaçant entre deux parenthèses et les séparant par des virgules, les variables 
qui appartiennent, dans les tableaux (i5), (i6), (17), etc., à une ligm- 
horizontale de rang déterminé. 

Remarquons encore que, le nombre des lignes horizontales ou verticales 
comprises dans chacun des tableaux (i5), (16), (i 7), etc., étant désigne, pour 
les lignes horizontales, par la lettre k^ et, pour les lignes verticales, par la 
lettre A, on tirera immédiatement des formules (7) 

X^ =(a, X, y, ...) (S, fx, X» •••) (7» ^» +> ...)•••» 
^ = (a', X', ff\ . . .) (g', ii\ X', . . .) (/, V, f ,. . .). . M 

etc., 
et des formules (11) 

^*=(a, X, 9,..-) (a', V, ç',...) Ca", X", ?",...)..., 

S* = (S, fx, X.- • (€', f^', x'>- • -^ (S", fi^^ x^• • •). • .. 

etc. 

D'autre part, les équations (i 4) donneront 

(20) P* = ^*S*6*. . . , Q^ = tDAt?*xB)« .... 

Donc, eu égard aux formules (18), (19), chacune des substitutions P*, Q'^ sera 
équivalente au produit de tous les facteurs circulaires que renferme le tableau 

(a, X, ç, ..,)» (6, ^ X» •••)» (7» ^' +. ---X 

(a', X', y',...), (§', fx', X'.--0. (/. vS +'. •••). 

^^'^ ^ (o^, X", f ,. . .). (6% f^", X"v • 0, (7". V", f\ . . .). 

etc. 

Donc, si Ton nomme B le produit de tous ces facteurs circulaires, on aura 
simultanément 

(22) P* = e, Q^ = e, 

et, par suite, 

(23) P*=Q^ 
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I>e plus, $ étant précisémeot le nombre des ▼ariaUes comprises dans 
chaque ligne verticale du tablean (3) , la Talenr commune 6 de P^ et de Q* 
^ra évidemment nne substitution régulière de Tordre 6; et, d^ailleuis, à la 
^ule inspection du tableau (ai), on reconnaîtra inunédiatement que, ponr 
obtenir Tun quelconque des facteurs circnlaires de la substitution 6, il 
suffit d'écrire à la suite les unes des autres, en les renfermant entre deux pa- 
renthèses et en les séparant par des virgules , les variaUes semblablement 
placées dans les tableaux (i 5), (16)9 (17)9 etc. 

Remarquons enfin qirenvertudes formules(i i), un facteur quelconque de P, 
le facteur ^ par exemple, renfermera nne ou plusieurs des variables com- 
prises dans chacun des facteurs circulaires de Q , et que, réciproquement, en 
vertu des formules (7), un facteur quelconque de Q, le facteurt) par exemple, 
renfermera une ou plusieurs variables comprises dans chacun des facteurs 
circulaires de P. Il est aisé d^en conclure que , dans Thypothèse admise , ou 
ne pourra décomposer les deux substitutions P, Q, toutes deux régulières et 
permutables entre elles, en facteurs qui soient distincts de ces substitutions 
elles-mêmes , et qui , comparés deux à deux , restent permutables entre eux. 
En effet, pour qu^une telle décomposition fùt possible, il faudrait quavec 
une partie des variables données or, ^, z, . . . , on pût former deux substitu- 
tions 9, ^, permutables entre elles , qui eussent respectivement pour facteurs 
circulaires , la première un ou plusieurs des facteurs A, d, 6, . . • , la seconde 
un ou plusieurs des facteurs t), ^, ^, . . . . Or, cette dernière supposition devra 
être évidemment rejetée; car, d après la remarque énoncée, la substitution $ 
ne pourra xenfermer un seul des facteurs ^, d, C, . . . sans renfermer une ou 
plusieurs des variables comprises dans chacun des facteurs 0, 1?, Ul^, . . .; et, 
si cette condition était remplie, la substitution ^deviendrait nécessairement 
équivalente au produit de tous les facteurs t!), 1?, t|p, . . . . Donc alors ^et ^ 
renfermeraient toutes les variables données , et non plus seulement une partie 
de ces variables. 

Jusqu'à présent nous avons supposé, d'une part, que P était une substi- 
tution régulière, c'est-à-dire équivalente à un produit de facteurs circulaires 
de même ordre ; d'autre part , que ces facteurs circulaires étaient tous échangés 
circulai rement entre eux quand on passait d une première forme de P à nne 
seconde forme distincte de la première, afin d obtenir, par la comparaison 
de ces deux formes, une substitution Q permutable avec la substitu- 
tion P. 

Dans le cas général où la lettre P désigne une substitution quelconque, 
cette substitution régulière ou irrégulière peut du moins être considérée 
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comme le produit de plusieurs subslitutions régulières 

$ (p (P 
dont chacune remplit la condition que nous venons d'indiquer. Alors on a 

(a4) P = ««ç,^...; 

et aux substitutions régulières 

qui représentent divers facteurs de P, correspondent des facteurs de Q re- 
présentés eux-mêmes par d autres substitutions régulières 

de sorte qu on a encore 



• • • 



le facteur ^ étant permutable avec le facteur 9^ le facteur ^, avec le fac- 
teur $,, et ainsi de suite. lorsque les facteurs $, 9^^ 9^, ... se réduisent à un 
seul facteur Ç, les facteurs %, ?t, i ^„î' • • ^^ réduisent aussi à un seul fac- 
teur ^9 et l'on se trouve ramené au cas particulier que nous avons examiné 
ci-dessus. Mais ce cas particulier est le seul cas où les substitutions P, Q 
soient permutables entre elles sans pouvoir être décomposées en facteurs 
plus simples qui y comparés deux à deux , restent permutables entre eux. Cela 
posé, il résulte des principes établis dans ce paragraphe, qu on peut énoncer 
les propositions suivantes : 

i«^ Théorème. Soient P, Q deux substitutions permutables entre elles, mais 
que Ton ne puisse décomposer en facteurs plus simples qui , comparés deux 
à deux, restent permutables entre eux. Ces substitutions seront toutes deux 
régulières et de la forme de celles qu'on obtient dans le cas où, avec plusieurs 
systèmes de variables, on construit divers tableaux qui renferment tous un 
même nombre de termes compris dans un même nombre de lignes horizon- 
tales et verticales , et où , après avoir placé ces tableaux à la suite les uns des 
autres dans un certain ordre, on multiplie entre eux , d'une part , les facteurs 
circulaires dont lun quelconque offre la série des variables qui , dans les 
divers tableaux, appartiennent à une ligne horizontale de rang déterminé; 
d'autre part, les facteurs circulaires dont l'un quelconque offre la série des 
variables qui, dans les divers tableaux, appartiennent à une ligne verticale 
de rang déterminé. Ajoutons que, dans l'hypothèse admise, les deux substi- 
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tations réffoUére» P, Q satMfent à rétpiatioD de condiikm 

A étant le nombre des facteurs circalaires de la snbstitatloo P, et A: le nombre 
des factean circalaires de la sobstitntioo Q. 

Corollaire i^. Concevons qu en faisant usage des notations précédenmient 
adoptées y on nomme 

n le nombre des variables comprises dans chacune des substitutions P, Q; 

a Tordre de la substitution régulière P ; 

b Tordre de la substitution régulière Q ;. 

9 le nombre des tableaux mentionnés dans le i*' théorème. 
f>es nombres a, b^ n seront liés aux nombres hy ky par les formules 

(a6) a = 6ky b=6hy n = 6hky 

et Tordre de la substitution P^ = Q* sera précisément le nombre Q déterminé 
par la formule 

de laquelle on tire encore 



! (»») « = (b)' 



Corollaire a^. Pour montrer une application du i®** théorème, supposons* 
qu avec les variables 

^r J? 2, Uy Sf, rt', Sy ty 

on construise les deux tableaux 

(«9) 
et 



X, 


y^ 


a, 


u, 


Vy 


Wr 


S, 


t. 



(3o) 

l^e facteur circulaire qui présentera , écrites à la suite Tuue de Taulre, les 
(|uatre premières lignes verticales des deux tableaux , sera 

ipCy Z, Sfy s) y. 
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«t le facteur circulaire semblablement formé avec les quatre variables 'com- 
prises dans les secondes lignes verticales des deux tableaux sera 

Au contraire , le facteur circulaire qui présentera , écrites à la suite Tune de 
l'autre , les quatre variables comprises dans les premières lignes horizontales 
des deux tableaux , sera 

et le facteur circulaire semblablement formé avec les quatre variables com- 
prises dans les secondes lignes horizontales des deux tableaux sera 

Cela posé , il résulte du i^ théorème que, si Ion prend 

(3i) P =(j:, z, V, s) {jr, w, w, t), 

et 

(32) Q =(Xy jr, v,(p) (z, w, s, «), 

P, Q seront deux substitutions permutables entre elles, c est-à^dire deux sub- 
stitutions qui vérifieront la formule 

PQ = QP, 

ou , ce qui revient au même , la formule 

^ P = QPQ-\ 

Effectivement, il suit d'une règle précédemment énoncée (page 178), que, 
pour obtenir le produit 

QPQ-*, 

il suffit d'exprimer la substitution P à laide de ses facteurs circulaires, puis 
d'effectuer dans P les déplacements de variables indiqués par la substitu- 
tion Q, en opérant comme si P représentait un simple arrangement. Or, en 
écrivant, à la place de la substitution 

V = (Xy Z, s^, s) {jr, w, fv, 0. 

â8. 
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rarrangement 

A = xzs^sjuwtj . , , . 

et en appliquant à cet arrangement la substitution 

Q = {^^ i^ ^> ^) (^? «^ ^^ Oi 

on trouverait 

(^k=^ jruwtvsxz. 

Donc, en vertu de la règle que nous venons de rappeler, on aura 

QPQ-* = ( j, w, w, t) (y, Sj Xj z), 

ou, ce qui revient au même, 

QPQ-' = (X, z, V, s) [y, u, w, i) = P. 

Ajoutons que , dans le cas présent , 2 étant tout à la fois le nombre des fac- 
teurs circulaires de P et le nombre des facteurs circulaires deQ, on aura 

Donc le i*' théorème donnera encore 

P» = Q^ 

Enfin la valeur commune des deux substitutions P^, Q' devra êti*e , confor- 
mément à une remarque précédemment faite , le produit des quatre facteurs 
circulaires du second ordre 

i{^y ^)y {J'y ^)j 
(z, s), {a, /), 

dont chacun est formé avec deux variables qui occupent la même place dans 
les tableaux (29) et (3o). Effectivement on tirera des formules (3i) et (Sa) 

P> = Q> = (^,i;) (jr^w) {Z,s){u,t). 

Corollaire 3®. Si les divers tableaux formés avec les n variables que renfer- 
ment les substitutions P, Q se réduisent à un seul, alors P, Q seront deux sub- 
stitutions régulières du genre de celles dont nous nous sommes déjà occupés 
dans le § VII (page iqS), et dont les propriétés deviennent évidentes quand 
on représente les variables qu'elles renferment à laide de deux espèces dHo- 
dices appliqués à une seule lettre. Alors aussi Téquation 

= 1 
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entraînera les formules 

k = Uf k=: by 

P* = Q'*=i. 
Supposons , pour fixer les idées, qu avec les six variables 

on construise le tableau 

(34) I »-r' ' 



Uj i^, w. 



Alors , en prenant pour P une substitution dont chaque facteur circulaire 
renferme les deux variables comprises dans une même ligne verticale du 
tableau (34), on trouvera 

(35) P = {X, U) (jr, i^) [z, w). 

Au contraire, en prenant pour Q une substitution dont chaque facteur cir- 
culaire présente, écrites à la suite lune de Tautre, les trois variables com- 
prises dans une même ligne horizontale du tableau (34) , on trouvera 

(36)' Q = (x, jr, z) (w, p, w). 

Or, les substitutions P, Q, déterminées par les formules (35), (36), seront cer- 
tainement permutables entre elles; car elles se réduiront au cube et au carré 
de la substitution du sixième ordre 

(^j ^y 7^ u, Zj v). 

De plus, le nombre k se confondant avec Tordre a = si de la substitution P, 

et le nombre h avec Tordre 6 = 3 de la substitution Q , Téquation (a3) don* 

nera 

P» = Q»==i. 

Corollaire 4^- Si la substitution P se réduit à un seul facteur circulaire , 
alors , tout ce que Ton pouira faire pour modifier la forme de P, ce sera de 
faire passer successivement à la première place Tune quelconque des varia- 
bles écrites à la suite Tune de Tautre dans ce même facteur. Cela posé, les 
deux arrangements auxquels se réduiront les deux formes assignées à P quand 
on supprimera les parenthèses et les virgules placées entre les variables, re- 
présenteront évidemment les deux termes d'une substitution qui sera une 
puissance de P. Donc la substitution Q se confondra nécessairement avec 
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Tune de ces puissances. Alors aussi le tableau unique, constniit avec les 
diverses variables, ne renfermera plus quune seule ligne verticale. 

^^ Théorème. Soient P, Q deux substitutions permutables entre elles et 
formées avec les n variables 

Xj Jf^ Zj. . ,. 

Si ces deux substitutions ne sont pas de la forme indiquée dans le i^' tbéo 
rème, elles pourront, du moins, être décomposées en facteoi^ corres- 
pondants 

qui, pris deux à deux, seront de cette forme et, par conséquent, permu- 
tables entre eux. 

Corollaire I^^ Soit (ù le nombre des formes diverses et semblables entre 
elles que Ton peut donner à la substitution P en Fexprimant à Taide de ses 
facteurs circulaires, et mettant toutes les variables en évidence, qj sera pré^ 
cisémeat le nombre des solutions diverses de Téqnation symbolique et linéaire 

QP = PQ, 

résolue par rapport à Q {voir le § IV, page 1 76) ; ou, ce qui revient au même, 
G) sera le nombre des substitutions permutables avec P, qui pourront être 
formées avec les n variables a:, ^, jz, . . .. D^ailleurs, comme nous Tavons 
déjà remarqué, il suffira , pour obtenir une valeur de Q, d'écrire, au-dessus 
de la substitution P exprimée à laide de ses facteurs circulaires , la même 
substitution sous une seconde forme semblable à la première, puis de prendre 
pour termes de la substitution Q les deux arrangements auxquels se réduiront 
les deux formes de P quand on supprimera , dans ces deux formes , les pa- 
renthèses et les virgules placées entre les diverses variables. Enfin , il peut 
arriver que la substitution P renferme des variables immobiles qui dispa- 
raissent quand ou la réduit à sa plus simple expression ; et il est clair que , 
dans le passage d'une première forme de P à une seconde, on pourra échan- 
ger entre eux arbitrairement les facteurs circulaires du premier ordre formés 
avec ces variables immobiles. U en résulte que les variables immobiles de P 
peuvent, dans la substitution Q, composer des facteurs circulaires quelcon- 
ques. Donc , pour obtenir les diverses valeurs de Q, il suffira toujours de 
nmltiplier les diverses substitutions formées avec les variables immobiles 
de P, par les diverses valeurs de Q que Ton obtiendrait en laissant de côté 
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ces mêmes Tuîables et en supposant la valeur de P réduite à sa plus simple 
expression. 

Corollaire si®. Pour montrer une application des principes établis dans le 
précédent corollaire , supposons que , les variables données 

Xy y, z, a, i^, w, s, t 

étant au nombre de huit, la substitution P, réduite à sa plus simple expres- 
sion , renferme seulement les six variables 

et soit déterminée par la formule 

(35) P = (^, U) {jTy i.) {Zy W). 

La même substitution, quand toutes les variables seront mises en évidence f 
pourra être présentée sous la forme 

(37) P = (X, u) (^, i^ (z, w) (j) (<). 

D'ailleurs, si on laisse de côté les deux variables immobiles ^, ^, le nombre 
des formes, semblables entre elles , sous lesquelles on pourra présenter la va- 
leur de P fournie par Téquation (35), sera exprimé [voir la formule (a) de la 
page 1 7a] parle produit 

i.a,3.!i' = 48. 

Donc , avec tes six variables 

on pourra former 48 valeurs diverses de Q, c'est-à-dire 48 substitutions doui 
chacune sera permutable avec la substitution P. Au contraire, si Ton fait 
entrer en ligne de compte les deux variables s et ty le nombre des formes, 
semblables entre elles, sous lesquelles on pourra présenter la valeur de P 
fournie par l'équation (37) , sera 

(i . a) (i . a . 3 . a') = 2 . 48 = 96. 
Donc^ avec les huit variables 

Xy JTy Zy Uy i^y Wy Sy ty 

ou pourra former ax48, on 96 valeurs diverses deQ, c'est-à-dire 96 sub- 
stitutions dont chacune sera permutable avec la substitution P. Il y a plus : 
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poor obtenir les 96 valeurs de Q que Ton peut former avec les hait variables 

X, y, «, tt, V, w, 5, t, 
il saffira de multiplier les 4B valeurs de Q, formées avec les six variables 

X, y, z, II, V, w, 

par les deux substituUoos 

1 et [Sj i) , 

qui peuvent être formées avec les variaUes immobiles de P; et , à chacune 
des valeurs que Ton pourra obtenir par la substitution Q, en laissant de côté 
les deux variables s^ t , correspondra une seconde valeur qui sera le produit 
de la première par le facteur circulaire {Sj i). Ainsi , par exemple, à la valeur 
de Q déterminée par I équation (36), c'est-à-dire par la formule 

correspondra une seconde valeur de Q déterminée par la formule 

Q = (^» 7> ^) ("» ^^ ^) (^ï ')> 

et permutable , comme la première , avec la substitution P. 

Avant de terminer ce paragraphe, nous allons encore établir, à Tégard 
des substitutions permutables entre elles , quelques pit>positions qui parais- 
sent dignes d être remarquées. 

V Théorème. Désignons par 

Q, R, S,. . . 

diverses substitutions dont chacune soit permutable avec une substitution 
donnée P. I^ produit de deux ou de plusieurs des substitutions Q, R, S,. . . 
multipliées Tune par lautre dans un ordre quelconque, sera encore permu- 
table avec la substitution P. 

Démonstration, En effet , lorsque chacune des substitutions 

Q> R? S, . . . 
sera permutajple avec P, on aura 

(38) QP = PQ, RP = PR, SP = PS,..., 
ou, ce qui revient au même, 

(39) Q = PQP-S R=PRP-S S = PSP-\-... 
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Or, on tirera immédiatement des équations (Sg) 

(4o) QR = PQRP-*, QRS = PQRSP-S . . . , 

ou, ce qui revient au même, 

(40 QRP = PQR, QRSP = PQRS,...; 

et il résuite immédiatement des formules (4 i)i que chacun des produits 

QR, QRS,..., 
formés par la multiplication de deux ou de plusieurs des substitutions 

Q, R, S,. . ., 

est permutable avec la substitution P. 

Corollaire. Désignons toujours par n le nombre des variables 

comprises dans la substitution P, et par u le nombre des formes, semblables 
entre elles , que peut prendre P exprimé à Taide de ces variables, tù sera le 
nombre total des substitutions permutables avec P qui pourront être formées 
avec les n variables x, j<*, z, . . • . Soient 

(4a) I, Qi, Qa,..., Q«-i 

ces mêmes substitutions, dont Tune se réduira toujours à Funité. Eu vertu 
du 3® théorème, les dérivées des substitutions 

seront toutes permutables avec P. Donc ces dérivées seront toutes comprises 
dans la série (4a) 9 et cette série offrira un système de substitutions conju- 
guées. On peut donc énoncer encore la proposition suivante : 

te Théorème. Une substitution quelconque P étant formée avec les n va- 
riables x^ jTy Zj.* .^ les diverses substitutions formées avec les mêmes 
variables , et permutables avec P , offriront un système de substitutions 
conjuguées. 

Exemple. Soit 

(43) P = (x, j) (z, li). 

Le nombre des formes, semblables entre elles, que pourra prendre la sub- 
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stitution P exprimée à Taide des quatre variables x^ jr^ z, u^ sera 

Donc ces mêmes variables pourront former huit substitutions permutables 
avec P. D ailleui^ , pour obtenir ces huit substitutions , il suffira de comparer 
à la forme sous laquelle P se présente dans la formule (43), les huit formes, 
semblables entre elles, que peut acquérir P exprimé à Taide des variables 
^y Jt ^f ^- Ces huit formes, savoir, 

(j:,^0 (z, w), {j',x) (z, w), (Xyj) (w, 2), {jr,x) (m, 2), 
(z, u) (Xjj), (2, n) (jr,x), («, z) {x,jr)j (m, z) (j,x), 

se réduiront , si Ton supprime les virgules et les parenthèses, aux huit arran- 
gements 

xjrzuj jxzu, xjuzj jxuzj 

zuxjj zujXj u^^xjTj uzjrx. 

Donc, en vertu de la règle énoncée à la page 1 77, les huit substitutions per- 
mutables avec P seront les suivantes : 

f^iu\ /jrxiu\ /xra»\ ffxuzX 

\xy «V ' \-çr ««/ ' W ***/ ' \xyzu } '* 

(zuxy\ ltuyx\ /«»*r\ /»V*\ 

OU, ce qui revient au même, les suivantes: 

^ \ {oc, z) (j, m), (x, z, ^, w), (X, tt, J, z), {Xj u) [j, 2). 

Or, il est aisé de s assurer que, si Ton multiplie ces huit substitutions par 
Tune quelconque d entre elles, les huit produits ainsi obtenus se confondront 
avec ces mêmes substitutions , rangées seulement dans on nouvel ordre. Donc 
le système des huit substitutions permutables avec P sera, conformément an 
4^ théorème , un système de substitutions conjnguées. 

§ X. — Sur les systèmes de substitutions permutables entre eux. 

Considérons n variables 

•^> J^> *> • • • » 

et formons avec ces variables deux systèmes de substitutions conjuguées , 
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l'un de Tordre n, Vautre de l'ordre b. Représentons dVilleiirs par 

les substitutions dont se compose le premier système, et par 

celles dont se compose le second système. Nous dirons que les deux systèmes 
sont permutables entre eux, si tout produit de la forme 

PaQa 

est en même temps de la forme 

Q*P*. 

11 pourra d'ailleurs arriver, ou que les indices h et k restent invariables dans 
le passage de la première forme à la seconde, en sorte t|uon ait 

PaQa = Q*Pa; 

ou que les indices h et k varient dans ce passage, en sorte qu on ait 

h\ k' étant de nouveaux indices, liés d'une certaine manière aux nombres 
h et k. Dans le premier cas. Tune quelconque des substitutions (i) sera per- 
mutable avec l'une quelconque des substitutions (a). Dans le second cas, au 
contraire, deux substitutions de la forme P^, Qa? cesseront d'être générale- 
ment permutables entre elles, quoique le système des substitutions de la 
forme Py^ soit permutable avec le système des substitutions de la forme Q^. 

Supposons maintenant que, les systèmes (i) et (a) étant permutables entre 
eux, on nomme S une dérivée quelconque des substitutions comprises dans 
les deux systèmes. Cette dérivée S sera le produit de facteurs dont chacun 
sera de la forme P^ ou Q^y et Ion pourra sans altérer ce produit : i^ échan- 
ger entre eux deux facteurs dont Tun serait de la forme P^, l'autre de la 
forme Q^, pourvu que Ion modifie convenablement les valeurs des indices h 
et k; ^*^ réduire deux facteurs consécutifs de la forme V/^ à un seul facteur 
de cette forme ; 3*^ réduire deux facteurs consécutifs de la forme Q^^ à un seul 
facteur de cette forme. Or il est clair qu'à Taide de tels échanges, et de telles 
réductions , on pourra toujours réduire définitivement la substitution S à 
Tune quelconque des deux formes 

P/.Q*, QaPa. 

On peut donc rnoncer la proposition suivante: 

29- 
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i" Théorème, Soient 

et 

deux systèmes de substitutions conjuguées, permutables entre eux, le pre- 
mier de Tordre a, le second de Tordre b. Toute substitution S, dérivée des 
substitutions (i) et (2), pourra être réduite à chacune des formes 

PaQa, QaPa. 
Corollaire, Concevons maintenant que Ton construise les deux tableaux 

Qi, QiPm QiPs, ., QiP^i, 



Qfr«,, Qft-iPn Q^iPs,..,, Q6-.|P«_o 



et 



Qn P/<«i PaVii'-M Pfl-iQo 
(4) < Q,, P,Q„ PaQa, . , P«.iQa, 



Q^-M PiQ*-n PfQA-o«'«î P«i-iQ^i- 



Deux termes pris au hasard, non-seulement dans une même ligne horizon- 
tale, mais encore dans deux lignes horizontales différentes du tableau (3), 
seront nécessairement distincts Tun de Tautre, si les séries (i) et (2) n offrent 
pas de termes communs autres que Tunité. Car, si en nommant h^h' deux 
entiers inférieurs à a, et k^k' deux entiers inférieurs à i, on avait, par 
exemple , 

(5) Q*Pa=Q*'Pv, 

sans avoir à la fois 

h' = h et k' = k, 

l'équation (5) entraînerait la formule 

Qf'Q» = Pa'Pt' , 
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en vertu de laquelle les deux séries offriraient un terme commun qui serait 
distinct de l'unité. Donc, dans Thypothèse admise, les divers termes du 
tableau (3), qui ofFrira toutes les valeurs possibles du produit 

seront distincts les uns des autres, et, par suite, les dérivées distinctes des 
substitutions (i) et (a) se réduiront aux termes de ce tableau. Donc le sys- 
tème de substitutions conjuguées, formé par ces dérivées, sera dun ordre 
représenté par le nombre des termes du tableau (3), c'est-à-dire par le pro- 
duit ab. On pourra dailleurs évidemment remplacer le tableau (3) par le 
tableau (4); et, par conséquent, on peut énoncer la proposition suivante : 

2® Tliéorème. Les mêmes choses étant posées que dans le théorème i*% 
les dérivées des substitutions (i) et (a) formeront un nouveau système Ait 
substitutions qui seront toutes comprises dans le tableau (3), ainsi que daos 
le tableau (4) ; et Toixlre de ce système sera le produit ab des ordres £i, b de«s 
systèmes (i) et (a), si ces derniers systèmes n^offrent pas de termes communs 
autres que Tunité. 

On peut encore démontrer facilement la proposition suivante, qui peut 
être considérée comme réciproque du second théorème : 

3* Théorème. Soient 

(a) I, Q«, Qai-.> Qé-M 

deux systèmes de substitutions conjuguées, le premier de Tordre a, le se- 
cond de Tordre ^, qui n'offrent pas de termes communs autres que lunité. 
Si les dérivées de ces deux systèmes forment un nouveau système de substi- 
tutions conjuguées, dont Tordre se réduise au produit ab, tontes ces dérivées; 
seront comprises dans chacun des tableaux (3) et (4), et, par conséquent , les 
systèmes (i) et (a) seront permutables entre eux. 

Démonstration, En effet , dans Thypothèse admise , chacun deâ ta- 
bleaux (3) , (4) se composera de termes qui seront tons distincts les uns de,s 
autres, et qui seront en nombre égal à celui des dérivées des substitu- 
tions (i) et (a). Donc il renfermera toutes ces dérivées, dont chacune sera 
tout à la fois de la forme Q^P/k, et de la forme P^Qa» 

Considérons maintenant le cas particulier où les divers leimes de la 
suite (i) se réduisent aux diverses puissances 

(6) I, P, P%..., P«-* 
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d'nne substitatioQ P dont Tordre est représenté par la lettre a , et on pareil- 
lement les divers termes de la snite (a) se réduisent aux diverses puissances 

(7) I, Q, Q%- ., Q*-' 

d une substitution Q dont l'ordre est représenté par la lettre b. Alors , pour 
que le système dçs substitutions (6) soit permutable avec le système des sub- 
stitutions (7), il suffira que les deux suites 

(8) Q, PQ, P'Q,..., P*-Q, 

et 

offrent les mêmes termes rangés dans le même ordre ou dans d^ux ordres 
différents. En effet y cette condition étant supposée remplie , tout produit de 
la forme P*Q sera, en même temps de la forme QP*', le nombre h' pouvant 
être distinct du nombre h. Donc , par suite, tout produit de la forme 



sera aussi de la forme 



t même de la forme 



QQP^'=Q^P^, 



h" pouvant être distinct de h et de h'. Généralement, toute substitution de la 
forme 

pAQà 

pouvant être considérée comme le produit de k facteurs égaux à Q par le 
multiplicateur .P\ on pourra, sans altérer cette substitution, échanger suc- 
cessivement le facteur P^ avec chacun des facteurs égaux à Q , pourvu que 
chaque fois on modifie convenablement la valeur de Texposant A; et lors- 
que, en vertu de semblables échanges, les k facteurs égaux à Q auront été de* 
placés de manière à précéder tous les facteurs égaux à P, la substitution 

se présentera évidemment sous la forme 

Q*P*. 
On peut donc énoncer la proposition suivante : 
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4" Jliéorème. Soient 

P. Q 

deux substitutions distinctes, la première de Tordre a, la ajeconde de Tordre b. 
Si les deux suites 

Q, PQ, P»Q,..., P*-Q, 
Q, QP, QP«,...., QP— 

offrent précisément les mêmes terme» i^angés dms le métne brdre on dans 
deux ordres différents, alors les deux systèmes des substitutions conjuguées 

I, F, r*,.^., P**^ , 

I, Q. QV.., Q*-S 

formés, Tun avec les diverses puissances de P, 4 antre avec les diverses puis- 
sauces de Q, seront deux systèmes permutables entre eux. 

De ce dernier théorème^ joint aux i^ et a^ tbéorèiiàes^ «n-dédiiit immé- 
diatement la proposition suivante : 

5* Théorème. Les mêmes choses étant posées que dans ïé 4* théorème , 
admettons, en outre , qu^aucune des substitiftions 

P, P»,..., P*-^ ^ 

ne se retrouve parmi les substitutions 

Q, QS Q*-*, 

. ■ 

en sorle que Téquation 

P* = Q* 

ne se vérifie jamais, excepté dans le cas où Ton a 

P*=i, Q*=i. 

Alors toutes les dérivées des deux substitutions P, Q seront comprbes dans 
chacune des formes 

P^Q*, Q*P*, 

la valeur de k devant rester ta même quand on passera de la première forme 
à la seconde ; et , par suite , ces dérivées offriront un système de substitutions 
conjuguées dont Tordre sera le produit ab. 

Corollaire. Dans Thypothèse admise , les diverses dérivées des substitu- 
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lions P, Q se confondront évidemment avec les divers termes do tableau 

I P P* P*-* 

Q, PQ, P*Q,..., P^'Q," 
('«) { Q*, PQ*, P*QS..., P— «Q». 



Q*-S PQ*-«, P'Q»-',..., P-'Q»-', 
et aus&i avec les divers termes du tableau * 

I 

I P P* P<*-* 

Q, QP, QP»,..., QP— , 

(»') < Q», Q*P, Q'PS..., Q'P— , 

Q*-S Q*-'P, Q*-'P*,.,., Q*-rP«-'. 

* ■ * 

$ XI. ^^ Des sidtstituiions arithmétiques et des substitutions géométriques. 

Considérons n variables 



• • 



Supposons, d'ailleurs, que l'on représente ces diverses variables par une 
même lettre n successivement affectée des indices 

o, I, a,« • ., n — î; 

et , en conséquence , à la place de 

jc^ y^ z , • • . , 
écrivons 

Enfin concevons que Ton regarde comme pouvant être indifféremment rem- 
placés Tun par lautre deux indices , dont la différence se réduit à un mul- 
tiple den; en sorte qu'on ait, pour toute valeur entière positive ou même 
négative de /, 



• • 



— ^/— « — •^l—%n — 



• • 



Pour reproduire la suite (i), ou du mmns les termes de cette suite rangés 
dans un nouvel ordre, il suffira d ajouter aux indices de ces divers termes une 
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même quantité A, ou bien encore de multiplier ces indices par un même 
nombre r premier à n. Dans le premier cas, à la place de la série (i), on 
obtiendra la suivante 

Dans le second cas , au contraire, la série (i) sera remplacée par celle-ci 

(3) xo, x„x,„..., x,^„,. 

Il est bon d observer qu au terme Xi de la série (i) correspond le terme 
Xi^k de la série (a), et que le rapport arithmétique des indices 

/h- A, /, 

qui affectent la lettre x dans ces deux termes, se réduit précisément à la 
constante h. Au contraire j au terme x^ de la série ( i ) correspond le terme Xrt 
de la série (3), et le rapport géométrique des indices 

ri, l 

qui affectent la lettres dans ces deux termes, se réduit précisément à la 

constante r. Pour ce motif, en supposant, comme ci-dessus ^ que les variables 

données sont représentées par une seule lettre successivement affectée des 

indices 

o, I, a,. . . , n — I, 

nous appellerons ^2^6jf/^a^/o7? nnïAm^V^çrtie la substitution qui consiste à rem- 
placer chaque terme de la série (i) par le terme correspondant de la série (a) , 
et nous appellerons, au contraire, substitution géométrique \3, substitution 
qui consiste à remplacer chaque terme de la série (i) par le terme corres- 
pondant de la série (3). Qela posé, la substitution arithmétique la plus simple 
sera la substitution circulaire 

qui consiste à remplacer généralement Xi par X/^i , et il suffira évidemment 
d élever celle-ci à la puissance du degré h pour obtenir la substitution qui 
consiste à remplacer généralement Xi par jT/^.^- Ainsi, la valeur de P étant 
déterminée par la formule (4), chaque terme de la série (i) se trouvera 
remplacé par le terme correspondant de la série (a) en vertu de la substitu- 
tion circulaire ou régulière P*. 

Soit maintenant Q la progression géométrique qui consiste à remplacer 

Ex. d'An, et de Ph. math,, T. Ul. (o2« liTr.) 3o 
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géDéralement le terme Xi de la série (i) par le terme correspondant Xri de 
la série (3), en sorte qu on ait • 

Alors, k étant un nombre entier quelconque, la substitution Q* sera celle qui 
consiste à remplacer la variable Xi par la variable jc^/; et , par suite , pour 
que Ion ait identiquement 

(6) Q*=i, 

il faudra que Ton ait, quel que soit /, 

(7) r*/^/, (mod./i). 

D ailleurs , r étant, par hypothèse , premier à n , la formule (7), que l'on peut 
écrire comme il suit : 

(r* — i) /^o, (mod. zi), 
donnera 

r* — 1^0, (mod. n) , 

ou , ce qui revient au même , 

(8) r*^i, (mod. n). 

Donc Téquation (6) entraînera toujours la formule (8); et l'ordre i de la sub^ 
stitution géométrique Q, c'est-à-dire la plus petite des valeurs de A, pour 
lesquelles se vérifiera Téquation (G), sera en même temps la plus petite des 
valeurs de k pour lesquelles se vérifiera la formule (8). 

n étant un nombre entier quelconque, et rFuu des nombres premiei*s à fi, 
1 exposant A: de la puissance à laquelle il faut élever la base r pour obtenir 
un nombre équivalent, suivant le module /z, à un i^te donné, est ce qu'on 
nomme ïindice de ce reste. Cela posé, le nombre i, ou la plus petite des va- 
leurs de k pour lesquelles se vérifie la formule (8), n'est évidemment autre 
chose que le plus petit des indices de l'unité. Ce même nombre i est encore 
celui qui indique combien Ion peut obtenir de restes différents en divisant 
par n les termes de la progression géométrique 

I, r, r, r,..., 

et qui, pour cette raison, a été désigné, dans un précédent Mémoire, sous 
le nom di indicateur. En conséquence, on peut énoncer la proposition sui- 
vante : 
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i^*^ Théorème, n étaot un nombre entier quelconque, et r étant Fun des 
nombres premiers à n^ Tordre de la substitution géométrique Q , déterminée 
par la formule (8) , se confond avec Imdicateur i relatif à la base r. 

ConcevoDS à présent que ^ h^k étant deux nombres entiers quelconques , 
on forme, avec les variables / 

les trois substitutions 

P^ Q* et Q*P^. 

Ces substitutions consisteront évidemment, la première à remplacer l'indice / 
d une variable quelconque par Tindice /+ A» la deuxième à remplacer Tin- 
dice / par l'indice r^/, et la troisième à remplacer Tindice / par Imdice 

/'*(/ + A). 
Au contraire , h! étant un entier distinct de A , la substitution 

consisterait à remplacer Tindice / d une variable quelconque par Tindice 

h -4- r*/. 
Donc on aura généralement 
(9) Q*P*=P*Q*, 

si Ion a 

ou, ce qui revient au même, si Ion a 

H = r'^h. 
Mais alors 1 équation (9) donnera 

et il est d'ailleurs facile de s*assurer que cette dernière formule s'étend à 
des valeurs entières quelconques non-seulement positives, mais encore né- 
gatives de h. On peut donc énoncer généralement la proposition suivante : 

'1^ Tliéoreme, Représentons n variables distinctes par une même lettre x 
successivement afteètée des indices 

o, I, a, . • ., n — I, 

3o. 
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et concevons que Ion regarde comme pouvant être indifféremment remplacés 
Inn par Fautre deux indices dont la différence se réduit à un multiple de n. 
Soit d ailleurs r un nombre entier, premier à n. Enfin soient 

P, Q 

deux substitutions , Tune arithmétique , lautre géométrique, déterminées par 
les formules (4) et (5), c'est-à-dire deux substitutions qui consistent , la pre- 
mière à remplacer Tindice / d une variable quelconque par Findice / + i , la 
seconde à remplacer l'indice / par Tindice ri. Alors on aura , pour des valeurs 
entières quelconques de h^ et pour des valeurs entières et positives de k^ 

(lo) Q*P^=P^^Q*. 

Corollaire i"". Poser Téquation (lo), c'est dire que Téquation (9), 
savoir, 

subsiste quand les exposants A, h' vérifient la condition 

h = r*A. 
D'ailleurs, de cette dernière formule, combinée avec l'équation 

r'^i, (mod. /i), 

on tire , en supposant A<i , 

r^hl^r^h (mod. w), 
ou , ce qui revient au même , 

h=:r''^h' (mod. /i), 

et plus généralement 9 en désignant par V un multiple de i supérieur à Ar, 

h = r'^-^h, (mod. n). 

Donc, poser Téquation (10), c'est dire encore que l'équation (9) subsiste 
quand les exposants hj h' vérifient la condition 

h = r'-'^h. 

H résulte de ces observations quon peut, dans la formule (^9), choisir arbi- 
trairement l'un quelconque des exposants A, h'. Il en résulte aussi que tout 
produit de la forme 

QApA 
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est en même temps de la forme 

et réciproquemeot , la valeur de Texposant h devant seule varier quand ou 
passe d'une forme à Tautre. Donc , en vertu de Téquation (9) , les diverses 
puissances de P, savoir, 

(II) 1, p, p»,..., p— , 

offrent un système de substitutions permutable avec le système des substi- 
tutions 

(la) •, Q, Q*,..., Q*-, 

qui représentent les diverses puissances de Q. 

Corollaire a*, il est bon d observer encore que la substitution arithmé- 
tique P et celles de ses puissances qui ne se réduisent pas à Tunité, déplacent 
les n variables données 

"^o> *^M ^a> • • • j «^/i— •• 

Au contraire, la substitution géométrique Q, déterminée par la formule (5), 
ou , ce qui revient au même , par la suivante 

(l3) Q_/*.*V...*(i,^.)r\ 

laisse immobiles la variable x^ quand n est un nombre impair, et les deux 

variables x^y x^ quand n est un nombre pair. La même propriété devant 

"î 

évidemment appartenir à celles des puissances de Q qui diffèrent de lunité^ 
il est clair que les deux substitutions 

p, Q 

ne pourront jamais vérifier la formule 

P'^ = Q*, 
excepté dans le cas où Ton aura 

Corollaire 3®. Les deux corollaires précédents, joints au 3* théorème du 
§ X , eutraînent évidemment la proposition suivante : 

3*^ Théorème. Les mêmes choses étant posées que dans le 2* théorème , 
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les dérivées des deux substitutions P, Q seront toutes comprises sous chacune 
des deux formes 

P^Q\ Q*P\ 

et composeront un système de substitutions conjuguées qui sera d'un ordre 
représenté par le produit 

i étant l'indicateur correspondant à la base r, c^est-à-dire la plus petite des 
valeurs de k propres à vérifier la formule (8). 

Nota. On arriver^t encore aux mêmes conclusions en observant qu'il 
suffit de poser A: = i dans Téquation (lo) pour obtenir la formule 

(i4) QP*=P'^Q. 

Or, il résulte de cette dernière formule que les deux suites 

Q, PQ, P'Q,..., P-'Q, 
Q, QP, Q'P,. ., QP«-« 

offrent les mêmes termes, rangés seulement dans deux ordres différents. 
Cela posé , il est clair que le 3^ théorème sera une conséquence immédiate 
du 5* théorème du § X. 

Soit maintenant a un diviseur de /i, distinct de Tunité; et posons 

(i5) v = ^, 

(i6) R = P". 

R sera précisément la substitution arithmétique qui consiste à remplacer «r^ 
par X „, ou , ce qui revient au même , par Xt^^. D ailleurs on tirera de 

a 

Téquation (lo), en y remplaçant h par ah^ et ayant égard à la formule (i6), 
(i7j Q*R* = R'^'^Q*. 

Enfin, comme la substitution R et ses puissances d\in degré inférieur à v dé- 
placeront toutes les variables données, tandis que la substitution Q et ses 
puissances d un degré inférieur à / laissent immobile au moins la variable Xq, 
il est clair que les deux suites 

1, p, p%. ., p-', 



n offriront pas de termes communs autres que Punité. Gela posé j des raison- 
nements semblables à ceux dont nous avons fait usage pour établir le 3^ théo- 
rème suffiront pour déduire de la formule (i 7) la proposition suivante : 

4^ Théorème. Les mêmes choses étant posées que dans le 2^ théorème , 
nommons v un diviseur de n distinct de lunité, et soit R la substitution arith- 
métique qui consiste à remplacer généralement Xt par Xt^„. Les dérivées des 
deux substitutions R, Q seront toutes comprises sons chacune des deux 

formes 

Q^R\ R^Q*, 

et composeront un système de substitutions conjuguées qui sera d*un ordre 

représenté par le produit 

v/. 

Appliquons maintenant les théorèmes que uous venons d^établir à quelques 
exemples. 

Supposons d'abord w = 7, r = 3. Alors les deux substitutions P, Q , déter- 
minées par les formules 

i^lo) r = (^Xq, X^j A'2, J?3, X^^ X^^ X^)^ \ 

(19) Q=[a\. x^, x^, x^, X,, xO, 

seront, la première du septième ordre , la seconde du sixième ordre. On aura 
donc 1=6; et, en effet, le 'jnombre 7 étant pris pour module, 6 sera l'indica- 
teur correspondant à la base r == 3, puisque , dans la progression géomé- 
trique 

3^2 '13 ^4 QS "X^ 

y sera le premier terme qui, divisé par 7, donne pour reste Tunité. Cela 
posé, on conclura du 3* théorème, que les substitutions arithmétique et géo- 
métrique P, Q, déterminées par les formules (18), (19), composent, avec 
leurs dérivées, un système dont Tordre est représenté par le produit 

6.7 = [\*k. 

Supposons en second lieu «=7, r=a. Alors la substitution géométrique Q , 
déterminée, non plus parla formule (19), mais par la suivante 

(20) Çl=[x,, .Ta, Xj) (j:„ Xe, X,), 

sera du troisième ordre. On aura donc / = 3; et, eu effet, le nombre 7 
étant pris pour module , 3 sera l'indicateur correspondant à la base a, puis- 
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que, dans la progression géométrique 



^ • ^ ) 9 * 



a*z=z8 sera le premier terme qui, divisé par 7, donne pour reste Tunité. Cela 
posé , on conclura du 3® théorème , que les substitutions arithmétique et géo- 
métrique P, Q, déterminées par les formules (18) et (ao), composent, avec 
leurs dérivées , un système dont Tordre est représenté par le produit 

Supposons encore n = 9, r = 2. Alors les deux substitutions P, Q, déter- 
minées par les formules 

(21) r* = [Xq^ X^y X2J X^f X^j X^f JTj, Xjj X^)^ 

(aa) Q= (.r^, x,, x^, x., x^) (x,, x,), 

seront, la première du neuvième ordre, la seconde du sixième ordre. On 
aura donc i = 6; et, en effet, le nombre 9 étant pris pour module, 6 sera 
Imdicateur correspondant à la base a, puisque, dans la progression géomé- 
trique 

a, a% 2% 2% 2% 2%..., 

2*= 64 sera le premier terme qui, divisé par 9, donne pour reste l'unité. 
Cela posé , on conclura du 3^ théorème , que les deux substitutions arithmé- 
tique et géométriqueP,Q, déterminées par les formules (21) et(22), composent, 
avec leurs dérivées, un système dont Tordre est représenté par le produit 

6.9 = 54. 

Supposons enfin quà la substitution Q, déterminée parla formule (22), on 
joigne, non plus la substitution P, déterminée par la formule (21), mais la 
substitution R , dont la valeur est fournie par Téquation 

(23) R = P», 
ou , ce qui revient au même , par la suivante 

(24) R = (^o» ^a, x^) (x,, X4, X,) (x„ X5, X,). 
Alors R sera une substitution arithmétique de Tordre 

-~3 
3-0, 

et Ton conclura du 4^ théorème que les substitutions arithmétique et géomé- 
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trique Q, R, déterminées pnr les formules (aa) et (!a4)î composent ^avecleurs 
dérivées, un système dont Tordre est représenté par le produit 

3.9 = 27. 

Pour un module quelconque riy Tindicateur i dépend de la base r, et devient 
im maximum quand cette base r est une racine primitive correspondante au 
module n. Si Ton nomme I cet indicateur maximum, chacun des indicateurs 
qui correspondront aux diverses bases représentées par les divers nombres 
[)remiers ù n sera égal à I ou à un diviseur de 1. D ailleurs, si Ion suppose 

n = p^q^ . . . , 

petq étant les facteurs premiers de n , l'indicateur raaidnium I sera le plus 
petit nombre entier divisible à la fois par chacun des produits 

Tun de ces produits, savoir, celui qui répondra au facteur 2, devant être rem- 
placé par sa moitié quand n sera pair et divisible par 8. 

Si n se réduit à une puissance d*un nombre premier et impair p^ en sorte 
qu'on ait 



n = p^\ 



on trouvera 



Si n se réduit à un nombre premier p^ on aura simplement 

Eu égard aux remarques qu'on vient de faire, les 3® et 4^ théorèmes entrai- 
neront évidemment les propositions suivantes : 

d"" Théorème. Les mêmes choses étant posées que dans le a^ théorème , 
si Ton nomme r une des racines primitives correspondantes au module /i, et 
1 lindicateur maximum relatif à ce module, cest*à-dire le plus petit des in- 
dices de Tuuité correspondants à la base r, la substitution géométrique Q ^ 
qui aura pour objet de remplacer généralement Xi par jc^/, sera de l'ordre I. 
Alors aussi les dérivées des deux substitutions P, Q seront toutes comprises 
sous chacune des deux formes 

Q*pA pAQA 

et composeront un système dont Tordre sera représenté par le produit 

nV. 

r,i. dAn, nt de Ph. math, T. 111. l.'S'^ livr.} 3l 
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Corollaire. Si n est uu nombre premiei> on aura simplement 

I = /j — I , 

et, par suite, les dérivées des deux substitutions 

P, Q 

composeront im système dont Tordre sera représenté pai* le produit 

n (n — i). 

& Théorème. Les mêmes choses étant posées que dans le 5*^ théorème, 
soit V un diviseur de n autre que Tunité, et nommons R la substitution arith- 
métique qui consiste à remplacer généralement X/ par jt/^.,. I^es dérivées des 
deux substitutions Q, R seront toutes comprises sous chacune des deux formes 

Q*R\ R*Q\ 

et composeront un système dont l'ordre sera exprimé par le produit 

vl. 

Au lieu de représenter les diverses variables par une même lettre succes- 
sivement accompagnée d'indices divers, on pourrait continuer à les repré- 
senter par différentes lettres 

puis assigner à chaque variable un numéro propre à indiquer, ou le ran{][ 
qu elle occupe dans la série de ces lettres écrites à la suite lune de I autre , 
suivant un ordre déterminé, ou, mieux encore, ce même rang diminué de 
lunité. Alors la substitution désignée par Q dans les théorèmes précédents 
serait celle qui consiste à remplacer la variable correspondante an numéro / 
par la variable correspondante au numéro r/, ou plutôt au numéro équivalent 
au reste de la division du produit ri par le nombre /. 

Supposons, pour fixer les idées, /i =z 5; alors cinq variables représentées 
par les lettres 



X, jr, z, u 



> 



V 



pourront être censées correspondre aux numéros 

Oy I, a, 3, 4. 
Alors aussi, en multipliant les quatre derniers numéros par le facteur /\ on 



obtiendra les produits 

r, ar, 3r, 4r; 

et, si Ton pose r= a, ces produits, divisés par 5, donneront pour restes 

a, 4, I, 3. 

Ainsi, dans cette hypothèse , la substitution désignée par Q aura pour effet 
de substituer aux variables dont les numéros étaient 

r, a, 3, 4, 
les variables dont les numéros sont 

a, 4> I, 3, 
c'est-à-dire de substituer aux variables 

les variables 
On aura donc 

Cela posé, on conclura du a^ théorème, que les dérivées des deux substi- 
tutions 

(a5) P = (x, j, z, M, (/), Q = ( j, 2, P, m) 

sont toutes comprises sous chacune des formes 

et que Tordre du système de ces dérivées est égal au produit 

5.4= 20 

des nombres 5 et 4 qui représentent les ordres des substitutions P et Q. Effec- 
tivement les dérivées des substitutions P, Q dont les valeurs sont données par 
les formules (a5) se réduiront aux vingt substitutions comprises dans le 
tableau 

I, p, p*, p», p\ 

,,6) / Q' QP' QP'' QP'' QP*' 

Q', Q'P, Q*P', Q'i", Q*P', 

Q», Q»P, Q»P», Q»P», Q»P, 

3i. 
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ou. Cl» «|ui revient au même, dans le suivant: 

I , ( j", j, z, II, V), (.r, s, «', j, II), (.r, //, j, V, z), {x, v, u, z, r\ 

j.j^^ / (J' 2' *'' ")' K ^' '•»/■)' (2' "' -f' ")' (•*■» J' "» ^■)' ("' *''-■'''' •'**''' 
(j»^') («»«). '■«» jr) (•', a:), (a",f<)(j,2). (s, ar) (ï/. f) , (v,z) {x,jr , 
[j-, Jf, y, z), {z, V, x, u), (m, j-, _r> t'), K J» z, x), (jr, r, t/, y). 

Ajoutons qu'en vertu de la formule (lo), on aura généralement 

(a8) Q*P* = P»**Q*, 

et, par suite, 

/ QP = P»Q , QP- = P*Q, QP» = PQ, QP» = P»Q, 
iiçf) I Q»P=:P*Q», Q»P' = P»Q«, Q»P» = P»Q», Q»P* = PQ», 
f Q» P = P»Q», Q» P" = PQ* Q' P» = P*Q», Q» P* = P»Q». 

§ XIL — Sur diverses propriétés remarquables des systèmes tir substitutions conjuguées. 

Considérons n variables 

X , jr^ z , . . . . 

Le nombre total N des arran{];ements, ou bien encore des substitutions que 
1 on pourra former avec ces variables , sera représenté par le produit 

et Fun quelconque des systèmes de substitutions conjuguées formés avec ces 
mêmes variables^ sera toujours d'un ordre exprimé par un diviseur de N. De 
plus, ces systèmes jouiront encore de diverses propriétés remarquables dont 
quelques-unes ont été déjà établies dans le § VL Je vais maintenant en dé- 
montrer quelques autres, qui se trouvent exprimées par les théorèmes 
suivants. 

I*' Théorème. Formons avec n variables 

x^ y^ z,... 
deux systèmes de substitutions conjuguées ; et soient 

ces deux systèmes, le premier de Tordre a, le second de Tordre h. Soit d'ail- 
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leurs / le nombre des substitutions R pour lesquelles se vérifient des équa- 
tions symboliques et linéaires de la forme 

(3) RPa = QaR, 
h étant Tun quelconque des entiers 

I, 2,.. ., a — I, 

et k l'un quelconque des entiers 

1, a, . . . , b — 1. 

Le nombre /, divisé par le produit ab^ fournira le même reste que le nombre 

i\r= I .3.3. .. ri, 

et Ton aura , en conséquence, 

(4) I = N, (mod. aè). 
Démonstration. Faisons, pour abréger, 

(5) J=N^L 

Parmi les substitutions que Ton pourra former avec Xjj^Zj. . ., celles pour 
lesquelles ne se vérifieront jamais des équations semblables à la formule (3) 
seront en nombre égal à /. Nommons U Tuue de ces dernières substitutions. 
liCs divei*s termes du tableau 



(6) 



, U, UP,, DP,,..., UP„_., 
^ Q,U, Q,UP„ Q.UP,, . . . , Q.UP,_„ 
l QaU, Q,UP., Q,UP , Q,UP^., 



Q*-.U, Q»_,UP., Qa.,UP„..., Q?_,UP,_. 

seront tous inégaux entre eux. Car, si Ton avait 

Q*UPa = QvUPv, 

et, par suite, 

7) UP*PF=Qr-Q»'U, 

sans avoir en même temps 

?*<=?* et Qv = Q*, 
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on réduirait réquatîon (5) à la forme 

(8) m = zv, 

en posant 

Mais alors, des deux substitutions $, ^, dont lune au moins serait distincte 
de l'unité, la première représenterait encore un terme de la série (i), et la 
seconde un terme de la série Ta). Donc la formule (7) ou (8), considérée 
comme propre à déterminer U, serait semblable à Téquation (3), et la sub- 
stitution U se réduirait, contre 1 hypothèse admise, à Fune des valeurs deR. 
Soit maintenant V une substitution nouvelle qui, étant formée avec les 
variables x^jr^z^...^ ne se réduise ni à lune des valeurs de R , ni à aucune 
des substitutions comprises dans le tableau (6). Les divers termes du tableau 

V VP VP VP 

Q.V, Q,VI>„ Q.VP,,..., Q,VP,_., 
(9) { Q.V, Q.VP,, Q,VP„..., Q,VP„_,. 



Q*-.V, Q,_.VP„ Q^,VP„..., Q^.,VP„_. 

seront encore tous inégaux entre eux , et même ils seront distincts de tous 
ceux que renferme le tableau (6); car, si Ton avait 

on en conclurait 

(lo) V = QrQJJPAfV; 

puis, en posant, pour abréger, 

« = PAPr, t=Qr'Q*, 

on réduirait Téquation (9) à la formule 

(II) V = ^U*; 

et, comme les deux produits % ^ représenteraient encore, le premier un 
terme de la série (1), le second un terme de la série (2), il est clair qu'en 
vertu de la formule (i i), V se réduirait, contre l'hypothèse admise, à Fun 
des termes renfermés dans le tableau (6). 

En continuant de la sorte, on répartira les /substitutions, pour lesquelles 
ne se vérifieront jamais des équations semblables à la formule (3), entre plu- 
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sieurs tableaux que Ton déduira successivement du tableau (6) , eo remplaçant 
dans celui-ci la substitution U, qui représente le premier terme, par une 
autre substitution V, ou W, etc. F) ailleurs, les ternies qui se trouveront 
renfermés dans chaque tableau, en nombre équivalent au produit ab^ seront 
tous inégaux entre eux. Il y a plus : les termes que comprendra le système dr> 
divers tableaux seront encore tous distincts les uns des autres, si Ion a soin de 
prendre pour premier terme de cbaque nouveau tableau une substitution non 
comprise dans les tableaux déjà formés. Cette condition étant supposée rem- 
plie, le nombre total des termes compris dans les divers tableaux sera néces- 
sairement le nombre représenté par /. Donc le nombre /ou iV — / sera un 
multiple du nombre des termes renfermés dans chaque tableau, c'est-à-dire 
du produit ah. Donc les nombres lelN^ divisés par le produit ab, fourni- 
ront le même reste. 

Corollaire. Si les deux systèmes de substitutions conjuguées, mentionnés 
daVis le i** théorème, se réduisent à un seul, alors, à la place de ce théorème, 
on obtiendra la proposition suivante : 

2^ Théorème, Soit a Tordre d un système de substitutions conjuguées 

formées avec les n variables 

et nommons / le nombre des substitutions R pour lesquelles se vérifient des 
équations de la forme 

(la) RPyi = P*R, 

h^ k étant des nombres entiers égaux ou inégaux, pris dans la suite 

o^i,si,...,A — F. 
liC nombre /, divisé par le carré de a , fournira le même reste que le produit 

en sorte qu on aura 

(i3) /==iV, (mod.a^j. 

Corollaire, Si a^ surpasse A\ la formule (i 3) donnera nécessairement 

et, par suite, une substitution quelconque R sera du nombre de celles pour 
lesquelles peut se vérifier 1 équation (la). 
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Revenons maintenant à la formule (3). Cette formule exprime évidemment 
que les deux substitutions 

dont la première est Tun des termes qui suivent lunité dans la série (i), et 
la seconde Fun des termes qui suivent lunité dans la série (a), sont sembla- 
bles Tune à lautre. Donc il sera impossible de satisfaire à Téquation (3) si 
aucune des substitutions 

P P P 

n est semblable à Time des substitutions 

Donc alors on aura 

/ = o, 

et la formule (4), réduite à celle-ci 

(i5) N^Of {mod,ab)j 

exprimera que le nombre N est divisible par le produit ah, Kn conséquence, 
on peut énoncer la proposition suivante : 

3* TTiéorème. Formons avec n variables 

deux systèmes de substitutions conjuguées, et supposons que ces deux sys- 
tèmes étant, le premier de Tordre a^ le second de Tordre 6, renferment, 
outre Tunité, d'une part, les substitutions 

d autre part, les substitutions 

Si aucune des substitutions (i6) n est semblable à lune des substitutions (i 7), 
le nombre % 

iV = I .a.3. . ./i 

sera divisible par le produit ab. 

Le théorème que nous venons d'énoncer entraine encore évidemment la 
proposition suivante : 
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4* Théorème. Soient 
et 

deux systèmes de substitutions conjuguées, le premier de Tordre a, le second 
de Tordre h^ formés Tun et Tautre avec les n variables 



• • 



Si le produit ah n'est pas un diviseur du nombre 

N =- I .a. 3. . ./î, 
alors, des substitutions 

une ou plusieurs seront semblables à une ou plusieurs des substitutions 

Corollaire i^. Soient maintenant /? un nombre premier, égal ou inférieur 
à 71, et ^ la plus haute puisance de p qui divise le produit 

N =^ I .a. 3. . .n. 

D'après ce qui a été dit dans le § YII (page 196), on pourra former avec les 
n variables x^jr^z,... un système de substitutions primitives et conjuguées 
qui sera de Tordre //; et rien n'empêchera de supposer que Ton prend ces 
mêmes substitutions pour termes de la suite 

Or, dans cette hypothèse , b étant égal à p^^ le produit ab ne pourra diviser 
N ûa est divisible par y:?; et, d'ailleurs, chacune des substitutions 

étant une substitution primitive dont Tordre sera représenté par Tun des 

nombres 

/?, />',..., p^, 

aura pour dérivées d'autres termes de la suite 

.1» Qn Qa>« • •» Q^-i> 
£x. 4^Ân et de Pkrt. math,, T. 111. (W IWr.) 3a 
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parmi lesquels {voirie 8^ théorème du § YIII) on trouvera au moins mie sub- 
stitution régulière de l'ordre p. Donc, en vertu du 4* théorème, si l'ordre a 
du système de substitutions 

est divisible par le nombre premier p , l'une au moins des substitutions 

P P P 

sera ré{][ulière et de Tordre p. 

Corollaire a®. Si l'on représente par des lettres diverses 

les substitutions qui, dans le 4*^ théorème , sont désignées à l'aide d'une seule 
lettre P successivement affectée des indices 

et si , d'ailleurs , on nomme M Tordre du système des substitutions conjuguées 

alors la proposition établie dans le corollaire i^' sera réduite à celle dont 
voici l'énoncé. 

5* Théorème. Soit M l'ordre du système des substitutions conjuguées 

(i8) I, P, Q,R,... 

formées avec les n variables j?, j^, z, . . . ; et nommons p un nombre premier 
égal ou inférieur à n. Si Af est divisible par p, l'une au moins des substi- 
tutions 

P, Q, R,... 

sera une substitution régulière de l'ordre p. 

Corollaire. Lorsque le nombre premier p devient supérieur à -, une sub- 

stitution régulière et de l'ordre />, formée avec les n variables o:,^, z, . . ., 
ne peut être qu'une substitution circulaire. Donc le 7* théorème entraine 
encore la proposition suivante : 

6® Théorème. Soit Af l'ordre du système des substitations conjuguées 

i> P> Q> R>« -«î 
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formées avec les n variables x^ ^, 2, . . • , et nommons p un nombre premier 
égal ou inférieur à /i, mais supérieur à -. Si Af est divisible par />, Tune au 
moins des substitutions 

sera une substitution circulaire de Tordre p. 

Pour montrer une application du 6* théorème, supposons que, n étant égal 
à 5, les variables données soient 

Au module 5 correspondront , d une part , les racines primitives 2 et 3 , 
d'autre part, l'indicateur maximum 

/i— I =4, 
dont les diviseurs 

I, a, 4 

représenteront les divers indicateurs correspondants à des bases quelconques; 
et Ton conclura du troisième des théorèmes démontrés dans le § XI, qu'avec 
cinq variables on peut former non-seulement une substitution circulaire du 
cinquième ordre , mais encore un système de substitutions conjuguées dont 
Tordre soit représenté par le produit 

5x a= 10, 

ou par le produit 

5 X 4 = 210. 

Ainsi, en particulier, on pourra former, avec les cinq variables x^y^ Zj Uj p, 
le système du vingtième ordre que composent les substitutions écrites dans 
le tableau (27) de la page 244* ^^^^ posé, il résultera immédiatement du 
6^ théorème, que tout système du dixième ou du vingtième ordre, formé avec 
les cinq variables x, y^ Zy Uj Vj comprendra , comme le système dont il est 
ici question, des substitutions régulières dont les ordres seront représentés par 
les facteurs premiers des nombres 10 et 20 , c est-à-dire des substitutions cir- 
culaires du cinquième ordre et des substitutions régulières du deuxième ordre. 
D'après ce qu'on a vu dans le § VI {1^ théorème) , Tordre M d'un système 
de substitutions conjuguées 

I, P, Q, R,... 

est divisible par Tordre de chacune des substitutions P, Q, R,. • . , et en con- 

3a. 
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séquence par a , si a représente 1 ordre de la substitution P. lia proposition 
réciproque se vérifie, en vertu du 6^ théorème, quand a est un diviseur pre- 
mier de ilf , c^est-à-dire qu alors un système de substitutions conjuguées ne 
peut être de Tordre M sans renfermer au moins une substitution de Tordre a. 
Mais on ne devrait plus en dire autant si , Tordre M du système n*étant pas 
un nombre premier, a représentait un diviseur non premier de Af, par 
exemple le nombre Af lui-même. Alors, en effet, il pourrait arriver que le 
système ne renfermât aucune substitution de Tordre a. Ainsi, en particulier, 
si Ton pose 

P = (a:,jr) (z, tt), Q = (^,z)(7,w), R = PQ = QP, 

les quatre substitutions 

I, P, Q,R 

formeront, comme on Ta déjà remarqué dans le § VU, un système de substi- 
tutions conjuguées; et ce système du quatrième ordre ne renfermera pour- 
tant point de substitutions du quatrième ordre , mais seulement trois substi- 
tutions régulières du deuxième ordre , attendu que P, Q , R se réduiront à 

{x,f) (z, u), (or, z) (7, tt), (x, u) {jr, z). 
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MÉMOIRE 

Sur les lignes qui divisent en parties égales les angles formés par 

deux droites, 

ET ;SUR LA ROTATION D*UNE DROITE MOBILE DANS l'eSPACE. 



Nous allons 9 dans ce Mémoire, réunir diverses formules de Géométrie 
analytique , à Taide desquelles nous rechercherons plus tard les propriétés 
de deux systèmes de courbes tracées sur une même surface. 

§ P**. — Sur les lignes qui dîpisent en parties égales les angles formés par deux 

droites. 

Considérons d'abord deux droites qui, partant dun même point O, se 
prolongent indéfiniment dans des directions déterminées OA , OB. Suppo- 
sons d ailieui*s que , le point O étant pris pour origine des coordonnées , tous 
les points de Tespace soient rapportés à trois axes rectangulaires<de Xj jr^z\ 
et que les cosinus des angles formés par les deux droites OA, OB, avec les 
demi-axes des x^ jr^z positives, soient désignés, 

pour la première droite, par a, S, y; 
pour la seconde droite, par a,, 6,, y,. 

Si , à partir du point O , on porte sur les deux droites données des longueurs 
OA, OB, dont chacune soit représentée par lunité; alors a, S, 7 seront 
précisément les coordonnées du point A , et a, , S, , 7, les coordonnées du 
point B. Par suite , les différences 

représenteront précisément lès projections algébriques de la longueur AB 
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comptée à partir du point A. Ajoutons que, si Ton désigne par C le milieu 
de AB, les demi-sommes 



a, -h a 6, -h 6 7, -h 



représenteront les projections algébriques de la droite OC, comptées à 
partir du point O. D autre part, si l'on nomme â Tangle aigu ou obtus, 
mais inférieur à deux droits, qui se trouve compris entre les directions 
OA, OB, Tangle \^ sera aigu, et l'on aura évidemment 

OC = cos -9 AB = a sin — 
2 2 

Enfin , pour obtenir le cosinus de langle que forme avec le demi-axe des 
a: y jr on z positives une droite prolongée dans une certaine direction, il 
suffit de diviser la projection algébrique d'une longueur mesurée dans cette 
direction par cette longueur même. Donc, pour obtenir les cosinus des an- 
gles formés par la direction AB avec les demi-axes des coordonnées posi- 
tives , il suffira de diviser les différences 

«, — «> ê,-6, 7,-7 
par a sin -; et si Ion nomme X, fx, v ces trois cosinus, on aura 

(i) ^-— I' ^-— ï' ^-~n* 

2 sin - a sin - a sin - 

3 2 2 

Au contraire, pour obtenir les cosinus X,, jx;, v, des angles formés par ia 
direction OC avec les demi-axes des coordonnées positives , il suffira de di- 
viser les trois demi-sommes 

a, H- a 6,-1-6 y, -h y 
, , 



par cos - , en sorte qu'on aura encore 

/ \ n */ H- « 6, -h 6 7/ •+• V 

2C08- 2C0S- 2C0$- 

2 2 2 

Observons au reste que la direction OC est précisément celle de la ligne qui 
divise en parties égales l'angle & compris entre les directions OA, OB. Quant 
à la direction AB, elle est évidemment parallèle à celle d une ligne qui divi- 
serait en parties égales , non plus langle à compris entre les droites données, 
mais langle n — à compris entre l'une de ces droites et le prolongement de 
Vautre. 
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Ainsi, en définitive, les valeurs de X,, jx,, v, déterminées par les for- 
mules (2), et les valeurs de X, fx, v déterminées par les formules (i), repré- 
sentent les cosinus des angles formés, avec les demi-axes des coordonnées 
positives, par deux lignes qui divisent en parties égales les angles â et n — â 
compris entre les deux droites données , ou entre lune de ces droites et le 
prolongement de Tautre. 

Supposons maintenant que a, S, 7 et a,, 6,, 7, représentent les cosinus des 
angles formés avec les demi-axes des or, jTj z positives, non plus par deux 
droites qui partent de Forigine des coordonnées ^ mais par deux droites diri- 
gées d une manière quelconque dans Tespace. Alors ce qu on nonrunera Vangle 
des deux droites ne sera autre chose que l'angle d compris entre deux 
droites parallèles partant dun même point; et, si Ton désigne toujours par 
X,, jx,, V, ou par X, fx, v les cosinus des angles formés, avec lés demi-axes 
des x^ jr^ z positives j par les lignes qui diviseront en parties égales l'angle ^ 
ou son supplément, les formules (i) et (a) continueront de subsister. 

Il est bon d'observer que les équations (i) peuvent être remplacées par la 
seule formule 



(p) a sm - = -^ — = = - — 't 



et les équations (a) par la seule formule 

(4) a cos- = ' - = = ^ — ^• 

D'ailleurs les cosinus a, S, 7 des trois angles formés par une même droite 
avec les demi-axes des x^jr^z supposés rectangulaires, vérifieront toujours 
la condition 

(5) a^-f-ê*-f-7^= I, 
et Ion aura pareillement 

(6) «« + S,* + Y«=,. 

Qn trouvera de même 

(7) X* 4- /x^ -h v^ == I 
et 

(8) . X» + /x,« + v«=.. 
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Enfin j 1 on aura , d'une part , 



et, d autre part, 



sin d = asin-cos-» 

2 a 



cos â = cos' sin* — 

2 2 



Cela posé 9 on tirera des formules (3) et (4), non-seulement 

asin^ = 



XX, H- pp, H- vv, 



et, par suite, 

(9) XX,4-fxfx, -hvv, = o, 



mais encore 



(lo) 



sin«-= (^-«)' + (^/-^)^ + (v^-"'y)\ 
2 4 

2 4 



et, par suite, 

(i i) cos rf = aa, 4- êê, -+• 77, . 

La formule (i i), bien connue depuis longtemps, est celle qui sert à exprimer 
le cosinus de Fangle compris entre deux droites en fonction des cosinus des 
angles que forment ces deux droites avec les demi-axes des coordonnées po- 
sitives, supposés rectangulaires. Quant à la formule (9), elle exprime simple- 
ment que les deux lignes qui divisent les quatre angles formés par deux 
droites en parties égales sont perpendiculaires entre elles. 

Les valeui's de sin- et de cos-» tirées des équations (10), sont respecti- 
vement 

, X - 2 2 

cos^ = iV(a, -^- a)' -^ (6, -4- 6)» 4- (7, 4- 7)». 

Si Ton substitue ces mêmes valeurs dans les formules (3) et (4)9 on tréavéki 
(,3\ ^ - <* — * — ' 

(i/i) 



sin i = i V(a, - «)' + (S, - §)• + (7, - 7)'' 



■t'-f V(«,-«)' + (e,-e)' + (7,-TF t**. ^.. 



^ _ f> _ 



a, 4- a 6,-+-e 7, + 7 v'C», + a)' 4- (6, + 6)» + (7,^-7 



> H V 
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Lorsque les valeurs de a, ê, y , a, , ê,, 7, seront données, celles de X, fx, v , 
X,, fi^jV^se déduiront immédiatement des formules (i3) et (i4)* 

Si les deux droites données représentent une droite mobile considérée 
successivement dans deux positions diverses, alors , en désignant par Aa, 
AS, Ay les accroissements que prendront les cosinus a, S, 7 quand on passera 
de la première position à la seconde, on aura 

a^ = a -f- Aa, ê, = S -f- AS, y^ = y -+- Ay, 

et, par suite, la formule (i3) donnera simplement 

(i5) _ _ _ 

^ Aa AS A7 v^(Aa)»+ (A6)» -+- (A7?' 

tandis que la première des formules (12) donnera 

(16) sm^ = iV(Aa)« + (A6)» + (Ay)». 

§ II. — Sur la rotation d'une droite mobile dans l'espace. 

Concevons qu une droite se meuve dans l'espace de manière que sa posi- 
tion et sa direction varient , par degrés insensibles , avec la valeur d'une cer- 
taine variable indépendante, qui sera désignée par t\ et supposons d^abord, 
pour plus de simplicité, que cette droite mobile ait constamment pour ori- 
gine un certain point fixe O. Concevons encore que, ce point fixe étant 
pris pour origine des coordonnées, on rapporte tous les points de l'espace à 
trois axes rectangulaires des or, y^ z. Enfin , considérons deux directions 
distinctes et successives de la droite mobile. Si Ion nomme a, S, y les cosi- 
nus des angles que forme, avec les demi-axes des coordonnées positives, la 
première de ces deux directions, et si Ton indique, à Taide de la caracté- 
ristique A, Faccroissement que prend une fonction quelconque de la variable 
indépendante , tandis que la droite mobile passe de la première direction à 
la seconde, langle c^ compris entre les deux directions sera déterminé par 
Téquation (i6) du § P"", c'est-à-dire par la formule 

(I) sin^ = iV(Aa)» + (Aê)« + (A7)»; 

et cet angle représentera ce qu on peut appeler la rotation de la droite mo- 
biUj dans \^ patta^ d'une direction à Tautre. Soient d ailleurs OA , OB 
deux If odes à Tunîté , qui se mesurent , à partir de lorigine O des 

OB èéaz directions successives de la droite mobile , et 

T- DL (M* Ufr.) ' 33 
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nommons X, jx, v les cosinus des angles formés, avec les demi-axes des 
coordonnées positives, par la droite AB comptée à partir du point A. On 
aura encore, en vertu de la formule (i5) du § P% 



X fi V 



(a) _ _ _ , 

ou, ce qui revient au même, 

(3) T = 7 = T = v/(A«)' + (A6)» + (Ay)- 

et si Ton divise les deux membres de l'équation (3) par laccroissement àt de 
la variable indépendante t , on trouvera 



, Aa , AS , A7 _ //Aay /A€\ « f ^y 

Si au contraire on divise par àt les deux membres de Téquation (i), celle 
qu'on obtiendra pourra être présentée sous la forme suivante : 

Cioncevons maintenant que laccroissement A^ de la variable indépendante 
devienne infiniment petit; Fangle ^ deviendra lui-même infiniment petit, 
aussi bien que les accroissements Aa, AS, Ay des variables a, S, 7 : alors, 

tandis que A^ décroîtra indéfiniment, la fraction ■-, c'est-à-dire le rapport 

entre Fangle â et l'accroissement de la variable indépendante, convei^ra 
vers une certaine limite que nous nommerons le module de rotation de la 
droite mobile. En désignant par » cette limite, et en observant que, pour 
des valeurs infiniment petites de A^, les rapports 



Aa A6 A7 



9 -—» 



sinj^ A/ Ar At 

convergent eux-mêmes vers les limites 

I, D,a, D,6, D,y, 

on tirera de la formule (5) 

(6) « = v'CD.a)* ^- (D,g)» -h (D^y)». 

De plus, quand A^ deviendra infiniment petit, la formate (0 



I î./.Ai ■■ 
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évidemment 

(7) iD,a = iD,6 = iD,v = V(D,a)« + (D,g)» + (D^y)», 

OU, ce qui revient au même, 

(8) iD,a=iD,g = iD,y = «; 
et Ion en conclura 

Mais alors aussi, langle â étant infiniment petit, les deux autres angles du 
triangle isocèle OAB seront sensiblement droits, et, par suite, la base AB de 
ce triangle sera sensiblement perpendiculaire à chacun des côtés OA, OB. Il 
y a plus : les droites OA , OB étant deux arêtes du cône qui a pour sommet le 
point O et pour génératrice la droite mobile , le plan qui renfermera ces 
deux arêtes se rapprochera indéfiniment, pour des valeurs infiniment petites 
de ây du plan qui touchera le cône suivant larête OA. Cela posé , les valeurs 
de X, fJL, V, déterminées par les équations (9), exprimeront évidemment les 
cosinus des angles formés, avec les demi-axes des coordonnées positives, 
par une perpendiculaire menée à la droite mobile dans le plan tangent 
au cône qu'elle décrit, cette perpendiculaire étant d^ailleurs dirigée dans 
le sens qu'indique le mouvement de rotation de la génératrice du cône. 
Nous représenterons généralement le module de rotation » par une longueur 
mesurée sur la perpendiculaire dont il sagit, et dirigée dans le même sens 
quelle. Dès lors les projections algébriques de ce module sur les axes des 
Xy j^j z seront évidemment exprimées par les trois produits 

hX, tfJtJL, »v, 

ou, ce qui revient au même, eu égard aux formules (9), par les trois dérivées 

D,a, D,ê, D,y. 

Nous avons supposé jusqu'ici que la droite mobile OA passait constamment 
par un point fixe O. Si cette condition n'était pas remplie, on pourrait ima- 
giner une seconde droite qui, partant d'un point fixe de Fespace, resterait 
conatamment parallèle à la droite mobile OA, et le module de rotation de 
Mlle tccoftde droite, transporté parallèlement à lui-même, de manière à 
ar preoiière extrémité mi point de la droke mobile , serait ce que 

33. 
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nous appellerions le module de rotation de cette dernière. Ainsi défini, le 
module de rotation de la droite mobile se confond avec la limite du rapport 
qu ou obtient quand on divise langle infiniment petit compris entre deux 
directions de cetle droite , successivement considérée dans deux positions in- 
finiment voisines, par laccroissement qu'acquieit la variable indépendante , 
tandis que l'on passe de la première direction à la seconde. Ajoutons que ce 
même module se mesure sur une perpendiculaire menée à la première direc- 
tion dans le plan qui la renferme , et qui est parallèle à la seconde direction, 
ou plutôt sur le demi-axe dont s'approche infiniment cette perpendiculaire, 
prolongée à partir d un point situé sur la direction de la droite mobile, dans 
le sens indiqué par le mouvement de rotation de cette droite. Cela posé , 
soient toujours 

t la variable indépendante ; 

(t,ë^y les cosinus des angles formés par la droite mobile OA avec les demi- 
axes des x^ jTy z positives ; 

y. le module de rotation de la droite mobile; 

X, jui, V les cosinus des angles formés par le module de rotation h avec les 
demi-axes des x^ y^z positives. 

fiCS quantités t^ , X, fx, v se trouveront généralement liées aux cosinus a , ê, 7 
par les formules (6), (9); et, en conséquence, les projections algébriques du 
module » seront exprimées par les trois produits 

(10) 8X = Dfa, «jUL = Dfê, 8v = 0,7. 

11 est bon d'observer que les cosinus a, ê, 7 des trois angles formés par la 
droite mobile, avec les demi-axes des coordonnées positives, vérifient l'équa- 
tion de condition 

(11) ' a^-hê^ + 7^=: I. 

Or, de cette équation , différentiée par rapport à t , on tire 

aD^a -h êD^ê h- 70^7 = o , 
et par suite, eu égard aux formules (îo), 

(12) aX 4- ê/JL 4- 7V = o. 

Le résultat auquel nous venons de parvenir pouvait être aisément prévu; car 
Téquation (11) exprime simplement que la direction du module tr estj^er- 
pendiculaire à celle de la droite mobile. • mi>;.i 
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Quel qae soit , sur une droite mobile , le point à partir duquel se mesure 
le module de rotation de cette droite , il est clair que la direction de ce mo- 
dule variera généralement , comme la direction de la droite elle-même , avec 
la variable indépendante t. On pourra donc rechercher non-seulement le 
module de rotation » de la droite mobile , mais encore le module de rota- 
tion V du module ^t^ puis le module de rotation du module u, etc. On trou- 
vera ainsi successivement ce que nous appellerons les modules de rotation 
des divers ordres de la droite mobile , le module du module étant désigné 
sous le nom de module du second ordre ^ tout comme la différentielle de la 
différentielle d'une fonction quelconque est désignée sous le nom de diffé^ 
rentielle du second ordre. Si d'ailleurs on représente par 

les cosinus des angles que formera le module du second ordre u, ou plutôt la 
direction de ce module, avec les demi-axes des x^ jTj z positives^ les 
quantités 

auront évidemment, avec les cosinus X, jui, v , des relations semblables à celles 
que les formules (6) et (g) établissent entre les quantités 

«, X, fx, V 

et les cosinus a, S, y. Donc le module du second ordre u, et les cosinus 
?) Xi i^ des angles qui déterminent la direction de ce module, se déduiront 
des cosinus X, fx , v , à Faide des équations 



(i3) i> = >/(D,X)^ + (D,fx)»+(D,v)% 

(i4) uX = D^X, y/jL = Df/jL, uv = D^v. 

Déplus, aux formules (i i) et(i2) on pourra joindre les formules semblables 

{i5) X^ + ^^-hv"= I, 

{i6) X(p-h/xx-hV(j^ = o, 

dont la seconde exprime que les directions sur lesquelles se mesurent les 
modules du premier et du second ordre sont perpendiculaires Tune à lautre. 
On obtiendra des résultats du même genre , en considérant les modules 
de rotation des ordres supérieurs au second. Ajoutons que des équa- 
tkmt (12)» (16)9 différentiées par rapport à ^, on déduira des formules 
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nouvelles. Ainsi, en particulier, la formule (la) donnera 

XD^a-h /xDiê-h vD^7-i-aDfX-H6DrM'-^-ïD,v = o. 

Mais, des formules (lo) jointes à Téquation (i5) on tirera 

(f = XD^a 4- fJiDjê -h vD,y. 
On aura donc encore 

\t -h aDfX 4- SD^ft -+• yD^v = o, 

ou I ce qui revient au même , 

(17) » = — (aD,X -4- SD^fjL -h yD^v), 
puis on tirera de lequation (17), jointe aux formules (i4)> 

D*aiUeurs le trinôme 

«9 + 6/ -h y^ 

représente le cosinus de Tangle formé par la droite mobile avec la direction 
du module u. Donc, si Ton désigne par (ù une longueur mesurée dans la 

direction de la droite mobile , et par (oi>,u) langle compris entre cette direc- 
tion et celle du module u , on aura 

Ai 

(18) af -H Sx H- y^ = cos («,«), 
et, par suite, 

/s 

(19) » = — u cos(w,i>). 

Cette dernière équation fournit immédiatement la proposition suivante : 

I*' Théorème. Le module de rotation du premier ordre d une droite mo- 
bile est numériquement égal au module de rotation du second ordre , projeté 
sur cette droite. Mais la droite mobile et son module de rotation du second 
ordre, projeté sur elle-même , sont dirigés en sens inverse. 

Soient maintenant 

a, bj .c 

les cosinus des angles formés, avec les demi-axes des x^ j^z positives, par 
une perpendiculaire au plan qui renferme à la fois la droite mobile et soa 
module de rotation ^ du premier ordre. On aura non-seulement 

(ao) aa -h ê6 -h yc = o , • 
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mais encore 




(ai) 


Xa -h fJLÔ -f- vc = G, 


et, par suite, 




(") 


abc 


€v — 7fx 7X — av api — 6X 


Comme on aura 


d^ailleurs 



(a3) o>-h6*-+-c* = i, 

et, en vertu des équations (i i), (^iti), (i5), 

(€v — 7pi)»-h(7X — av)'-+-(afii— eX)» = (a'-|-6«H-7»)(X«-hf**-f-v«) — (aX-f-€piH-7v)»=ri, 

on tirera de la formule (aa) 

(24) 3—^ = -T = ^-TT =±11. 

^ ^ 6v — 7pi 7A — av ap — oA 

La formule (a4) fournira, pour a, bj c, deux systèmes de valeurs corres- 
pondants aux deux directions , opposées lune à Fautre , suivant lesquelles 
peut se prolonger une droite perpendiculaire au plan qui renferme à la fois 
la droite mobile et le module ». Si entre ces deux directions on choisit celle 
qui réduit le double signe ±: au signe + , dans le second membre de la for- 
mule (a4) , on aura simplement 

(25) i = -T = — ^-— s-=I, 

^ ' 6v — 7p 7A — av ap — oA 

et, par suite, 

(a6) a = êv — yjui, é = yX — av, c = a/x — 6X. 

Concevons à présent que la droite mobile qui formait , avec les demi-axes 
des x^ jTy z positives, des angles dont les cosinus étaient a, S, 7, soit rem- 
placée par une nouvelle droite, savoir, par celle qui forme, avec les demi- 
axes des coordonnées positives , des angles dont les cosinus a , 6, c se dédui- 
sent des équations (26). Nommons le module de rotation de cette nou- 
velle droite, et /, m, ts les cosinus des angles formés par la direction de ce 
module avec les demi-axes des x^ jr^ z positives. Des relations semblables à 
celles que les formules (6) et (10) établissaient entre les quantités 

a, ê, y et », X, jui, v 

subsisteront encore évidemment entre les quantités 

a, /;, c et 6, /, m, n. 
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Donc le module et les cosinas /, m, n se déduiront des cosinus a, h^c^k 
l'aide des formules 

(^7) « = V(R.a)'-^(D,*)^^-(D,c)^ 

(28) e/ = D,a , ôm = D, ^^, ô/i = D, c. 

D ailleurs, en ayant égard aux formules (lo), on tirera des équations (116) 

(ag) D,a = êD,v — yD./x , D,è = yD,X — aD,v , D,c = aD./x — êD,X, 

et, par suite, 

(3o) oCùga H- êDfè -H yDfC = o, 

ce que l'on pourrait aussi conclure de Péquation (ao), différentiée par rap- 
port à i et combinée avec les formules (10) et (a6). De plus, 1 équation (a3), 
différentiée par rapport à t , donnera 

(3i) aD,a H- bDtb -h cD^c = o; 

et des formules (3o), (3i), jointes aux équations (28), on tirera 

j a/4-êm4-7/i = o, 
\ al-\- bm 4- c/i = o. 

Or, pour obtenir les équations (3a), qui sont linéaires par rapport à 
Z, m, 71, il suffit évidemment de remplacer, dans les équations (i a) et (ai), 

X par /, jtJL par m, v par n. Donc les valeurs des rapports y 9 -y tirées des 

formules (3a), seront respectivement égales aux valeurs des rapports 

Y> ^, tirées des formules (la) et (19); et Ton aura 

f* m V n 

î - 7' X - 7' 
ou, ce qui revient au même, 

(33) ( = -=-; 

puis, en ayant égard à Téquation (i 5) et à la suivante, 

(34) l^^m^-^ 11^ = 1, 
on conclura de la formule (33) 
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Donc la direction, sur laquelle se mesurera le module de rotation 6^ ne 
pourra être que la direction sur laquelle se mesurait déjà le module de rota- 
tion <<, ou la direction opposée. On arriverait eucore, sans calcul, aux mêmes 
conclusions, en se bornant à comparer les formules (32) aux formules (la) 
et (21), et en observant que ces formules fournissent, pour direction du 
module ou du module a^ celle d\me perpendiculaire aux deux droites qui 
forment, avec les demi-axes des x ^y^z positives, des angles dont les cosinus 
sont, d'une part, a, S, 7, et, d'autre part, a^ bjC. D'ailleurs, rien ne déter- 
mine à priori le signe qui doit précéder l'unité dans le dernier membre de 
la formule (35). On peut donc énoncer la proposition suivante : 

2* Théorème. Si, après avoir construit le module de rotation » dune 
droite mobile, on élève une perpendiculaire au plan qui renferme à la fois 
ce module et la droite elle-même , le module de rotation 6 de cette perpen- 
diculaire et le module de rotation » de la droite mobile se mesureront sur un 
même axe ; mais ils pourront offrir ou une direction unique ou des directions 
opposées. 

Revenons maintenant aux formules (29). De ces formules, jointes aux 
équations (i4) et (28), on tirera 

(36) Ql = vm — 7x)> ^'^ = ^(79 — «+)' ^^ = ^(«X — ^?)f 
et par suite , eu égard à la formule (34) 9 

ô' = v«[{g+ - yxY + (7? - «'!')' + («X - ê?)*l. 

ou , ce qui revient au même, 

(37) e = V y/m - 7x)* + in - «+)• + («x - s?)'. 

Mais, d'autre part, en ayant égard aux formules (i i), (i8) et à l'équation 

(38) ç» + X' + +'=•' 

on trouvera 

/\ /\ 

= I — cos* («,v) = sin' (w, v). 

Donc la formule (37) donnera 

/\ 

^39) 9 = V sin(w,u). 

Mais i>sin(w,u) représentera évidemment le module du second ordre u 

Ex. d'An, et de Phys. math., T. lll. ^33« IWr.) 34 
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projeté sur un plan perpendiculaire à la direction de la droite mobile. Donc 
la formule (Sg) entraînera immédiatement la proposition suivante : 

3* Théorème. Si, après avoir construit les deux premiers modules de rota- 
tion d'une droite mobile, c'est-à-dire les modules de rotation du premier et 
du second ordre t; et d , on élève une perpendiculaire au plan qui renferme 
à la fois ce module et la droite elle-même, le module de rotation de cette 
perpendiculaire se déduira aisément du module du second ordre v, et sera 
numériquement égal à la projection de' ce module sur un plan perpendicu- 
laire à la droite. 

En ayant égard à 1 équation identique 

/\ /\ 

cos' {(ù^v) -+• sin' (w,u) = i , 

on tire immédiatement des formules (19) et (Sg) 

(4o) »^ -h e^ = u^ 

On arriverait aussi à la même conclusion, en observant que Ion tire des for- 
mules (28) et (29) 

e' = (gD,v - yD.ix)^ H-(7D,X - aD,v)» -f- (aD^jui ^ êD,X)% 

et de cette dernière, jointe aux formules (11), (17) et (i4)> 

î<« + e^ = (D,X)^ -+- (D^itx)^ H- (D,v)^ = v\ 

On peut donc énoncer encore la proposition suivante : 

[\^ Théorème. Si , après avoir construit les deux premiers modules de rota- 
tion d'une droite mobile, c'est-à-dire les modules du premier et du second 
ordre y et v, on élève une perpendiculaire au plan qui renferme à la fois le 
module du premier ordre » et la droite elle-même, le module de rotation S 
de cette perpendiculaire offrira un carré 0*, qui, étant ajouté au carré «^ du 
module du premier ordre », donnera pour somme le carré u^ du module 
du second ordre v. 

Jusqu'ici nous n'avons point spécifié la nature de la variable indépen- 
dante t. Dans le cas particulier où cette variable représente le temps, et où 
la droite mobile OA passe par un point fixe O , le module » , c est- 
à-dire le module de rotation du premier ordre de la droite OA, n'est évi- 
demment autre chose que la vitesse du point A situé sur la droite mobile à 
l'unité de distance du point fixe. Donc alors le module de rotation w se ré- 
duit à ce qu'on doit appeler la vitesse angulaire de rotation de la droite mo- 
bile. Alors aussi, pour établir directement les formules (lo), il suffit dob- 
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server que, le point O étant pris pour origine, 

a, S, 7 et D,a, D,g, D^y 

représenteront, d*une part , les coordonnées du point A, et, d'autre part, les 
projections algébriques de la vitesse de ce même point, ou, ce qui revient 
au même , les projections algébriques de la vitesse angulaire de rotation de 
la droite OA. 

Si, le temps t étant toujours pris pour variable indépendante, la droite 
mobile OA se meut dune manière quelconque dans l'espace, en chan- 
geant de position et de direction par degrés insensibles , mais sans être assu- 
jettie à passer constamment par le même point fixe O, la vitesse angulaire 
de rotation de cette droite ne sera autre chose que la vitesse angulaire de ro- 
tation d'une droite parallèle, par conséquent d'une droite qui formera 
les mêmes angles avec les axes coordonnés. Donc, si Ton nomme tou- 
jours a , S, y les cosinus des trois angles formés par la droite mobile avec les 
demi-axes des Xjj^z positives, la vitesse angulaire » de cette droite offrira 
encore des projections algébriques représentées par les trois dérivées 

D,a, D,g, D,7, 

et ces trois dérivées seront encore liées à la vitesse angulaire et aux cosinus 
X, fJL, V des angles que formera la direction de la vitesse i?, avec les demi-axes 
des x^jr^z positives, par les équations (9). 

§ m. — Modules fie rotation d'une droite mobile qui s* appuie constamment sur une 

courbe donnée. 

Supposons qu'une droite mobile sappuie constamment sur une courbe 
dont les coordonnées, relatives à trois axes rectangulaires, soient repré- 
sentées par 

Nommons s lare de cette courbe, compté positivement dans un certain 
sens, et aboutissant au point (x, jr^ z). Prenons cet arc pour variable indé- 
pendante, et soient 

a, g, 7 

les fonctions de s qui représentent les cosinus des angles formés^ par la droite 
mobile prolongée dans une certaine direction, avec les demi-axes des jc,r, z 
positives. Enfin, ^s étant un très-petit accroissement attribué à l'arc s, nom- 
mons â langle infiniment petit que décrit la droite mobile tandis] que son 

34/ 
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point d appui sur la courbe donnée parcourt ]*arc infiniment petit A^ ; en 
sorte que & désigne Tangle compris entre les deux directions extrêmes de la 
droite mobile correspondantes aux deux extrémités de lare A^. Si par la pre- 
mière de ces deux directions on fait passer un plan parallèle à la seconde, et 
si y dans ce plan, on porte une longueur numériquement représentée par le 

rapport —, sur une perpendiculaire à la première direction , cette perpen- 

diculaire étant prolongée dans le sens indiqué par le mouvement de rotation 
de la droite mobile OA ; le rapport dont il s'agit, ou plutôt la limite a vers 
laquelle convergera ce rapport, tandis que lare élémentaire As deviendra de 
plus en plus petit, représentera, en grandeur et en direction , d après les dé- 
finitions adoptées dans le § II , ce qu^on devra nommer le module de rotation 
de la droite mobile. Soient d ailleurs 

les cosinus des angles formés, par la direction du module \ij avec les demi- 
axes des coordonnées positives. Les valeurs de» quantités 

seront celles que fourniront les équations (6) et (lo) du § II, quand on y rem- 
placera la variable indépendante t par la variable indépendante s. On aura 
donc 

(0 i^ = v/(D,a)> + (D,S)^ + (Iv;ô"' 

et 

(u) «X = D,a, «]tx = D^ê, »v = D,y. 

Pareillement, si Ton nomme v le module du module de rotation de la 
droite mobile, ou, en d'autres termes, le module de rotation du second 
ordre, et 9, /, ^ les cosinus des angles formés, par la direction du module u, 
avec les demi-axes des j:r,j^, z positives, on aura, en prenant toujours Tare s 
pour variable indépendante , 

(3) yj = VÔW"+Td^? + '( d. v)% 

Enfin, si par un point de la droite mobile on élève une perpendiculaire 
au plan qui renferme, avec cette droite, son module de rotation du premier 
ordre, non-seulement cette perpendiculaire, prolongée dans un certain 
sens, formera^ avec les demi-axes des x^jr^z positives, des angles dont les 
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cosinus a^b^c serout déterminés par les formules 

(5) rt = êv — 7jx, 6 = 7X — av, c = a/jL — c/.; 

mais, de plus, le module de rotation Q de celle perpendiculaire, considérée 
comme fonction de Tare s pris pour variable indépendante, sera déterminé 
par la formule 



(6) 5 = V(l),af-4-(D,6f + (D,c)% 

et se mesurera sur le même axe que le module », sans que Ton puisse toute- 
fois affirmer qu'il se mesurera dans le même sens. 

Soit maintenant tù une longueur mesurée sur la droite mobile , et sur la 
direction même qui forme, avec les demi-axes des .r,j^,z positives, les angles 
dont les cosinus sont représentés par a, 6 , y. Si Ton se seil de la notation 

(w,u) pour exprimer langle compris entre les directions de w et de u, on 
aura, en vertu des formules (19), (Sg), (4o) du § II, 



/\ . . . /\ 



(7) •rf= — u cos(oi),u), 6 = usin(w,u), . 
et, par suite, 

(8) »^-^ô^=:l»^ 

Donc, si Ion projette le module du second ordre u : i^sur la droite mobile, 
7!^ sur un plan perpendiculaire à la direction de cette droite, les projections 
ainsi obtenues seront exprimées numériquement par le module du premier 
ordre », et par le module 6; et ces deux derniers modules pourront repré- 
senter les deux côtés d'un triangle rectangle qui aurait pour hypoténuse le* 
module ». 

Concevons à présent que Ton désigne par les lettres 









Pi r, ^ 


les rapports inverses 


des modules 










», 5, v\ 


en sorte qu'on ait 








(9) 
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T r 


et, par suite, 
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Chacune des quantités 

pourra être représentée, comme le module qui lui correspond , par une lon- 
{jueur portée sur la direction de ce module. On peut même observer qu elle 
se trouvera tout naturellement représentée par une lon{][ueur, si Ion ex- 
prime, suivant lusage, les angles par de simples nombres. Car la quantité p, 
par exemple, étant l'inverse du module » qui représente la limite du rapport 

— 9 sera elle-même la limite du rapport -r- Elle sera donc de même nature 



quee rapport, et, par suite, de même nature que Tare A^jSiTangle &e%t ré- 
duit à un simple nombre. Donc alors la quantité p sera de la nature des lon- 
gueurs. Ajoutons qiien vertu des formules (9) ou (10), les équations (ï), (a), 
(3), (4), (6) donneront 

(11) i=v/(D,a)^^-(D,ê)^^-(D,7)^ 

(12) X = pD,a, fA = pD,g, v = (9D,7, 

(i3) ^ = v'(D,X)^ + (D,^7-4-(D,v)^ 

(i4) (p = ï.D,X, x = ^D,fjt, ij;=:).D,v, 

Observons enfin que , la longueur v étant mesurée sur la direction du module 

u, l'angle (w, v) pourra être encore exprimé parla notation (w,v). Donc les 
formules (7), jointes aux équations (10), donneront 

(16) - = --cos(w,v), - = -sin(w,v), 

tandis que la formule (8) donnera 

(17) 



I I 



Pour montrer une application très-simple des formules diverses que nous 
venons d'établir, considérons, en particulier, le cas où la droite mobile se 
confond avec la tangente menée à la courbe proposée par Textrémité de 
l'arc J, c'est-à-dire par le point dont les coordonnées sont x, r, z; celte 
tangente étant d'ailleurs dirigée dans le sens suivant lequel se mesurent les 
arcs positifs. Dans ce cas, les cosinus a^êj 7 des angles formés par la droite 
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mobile avec les demi-axes des x^j^ 2 positives seront respectivement 

(18) a = D,^, î = DsJ. 7 = D,z. 

Âloi*s aussi d sera langle compris entre les deux tangentes menées par les 
deux extrémités de Tare lis. En d^autres termes, è sera ce qu'on nomme 
Yangle de contingence; et, comme l'arc Aj, compté à partir de Textrémité 
de Tare s, sera d autant plus courbe que Tangle & sera plus considérable, le 
rapport 

Aj 

représentera naturellement ce qu'on peut appeler la courbure mojrennedeVavL- 
As. Ajoutons qu en faisant décroître indéfiniment Tare A^, on verra sa cour- 
J)ure moyenne converger vers une certaine limite » qui sera précisément ce 
qu'on appelle la courbure de Tare Sj mesurée à l'extrémité de cet arc. Donc 
cette courbure ne différera pas du module de rotation de la tangente , déter- 
miné par la formule (i). Quant aux cosinus X , jx , v des angles formés, avec 
les demi-axes des a*,^, z, positives, par la ligne sur laquelle se mesurera le 
module »^ ils seront déterminés par les formules (2) desquelles on tirera , eu 
égard à la formule (i), 



(M) 



X p, V 



\\u D.,€ D,7 ^(D,aV-4-(D,6r4-(D,7)' 

on, ce qui revient au même, eu égard aux équations (18), 



f'IO^ 



— ï* — ^ - — 



D/x d;-> d,'2 



V^(D,'x)' + (botV(D,'z)= 



Donc cette ligne sera non-seulement une perpendiculaire à la tangente, ou, 
en d'autres termes, une des normales menées à la courbe par le point 
[x^j^ z), mais encore celle de ces normales qui a été désignée sous le nom 
de normale principale, et qui se trouve comprise dans le plan osculateur. 
(Voir les Leçons sur les applications du Calcul infinitésimal à la Géomo- 
trie, tome P*", page 2^7.) 

Si la courbe donnée se réduit à un cercle, l'angle de contingence è sera 
équivalent à Tangle au centre qui renfermera l'arc As entre ses côtés. Donc 

le rapport — représentera le rayon du cercle, et ce rayon sera encore re- 
présenté par la limite - de ce rapport, cest-à-dirc parla longueur p. Donc, 
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dans un cercle, le rayon p est l'inverse de la courbure », et , réciproquement , 
la courbure » est l'inverse du rayon p. Donc, si, après avoir désigné par a la 
courbure d'une courbe quelconque en un certain point {pc^j^ z), on nomme 
p une lon{];ueur liée à la courbure » par la première des équations (9) , cette 
longueur sera le rayon d'un cercle qui offrira la même courbure que la 
courbe, ou, en d'autres termes, elle sera ce qu^on appelle le rajonde cour- 
hure de la courbe donnée au point (a:, jTj z). Si cette même longueur est 
portée, à partir du point [x^ jr^ z), dans le sens suivant lequel se mesurait 
le module de rotation de la tangente , elle aboutira au point appelé le centre 
de courbure y et le cercle décrit de ce dernier point, comme centre, avec 
un rayon égal au rayon de courbure, sera le cercle qui aura un contact du 
second ordre avec la courbe, et que l'on nomme, pour cette raison, le cercle 
osculateur {voir les Leçons déjà citées). Cela posé, il suffira évidemment 
d'attribuer aux cosinus a, ê, 7 les valeurs fournies par les équations /^i8), 
pour que la valeur de p , déterminée par la formule (11), représente le rayon 
du cercle osculateur, et pour que les valeurs de X, jx, v, déterminées par 
les formules (la), représentent les cosinus des angles formés, avec les demi- 
axes des XyjjZ positives, par la droite menée du point {oc^j', z) au centre 
de courbure. Observons, au reste, que les équations ainsi obtenues, savoir : 



entraînent la formule (20), à laquelle on parvient en égalant enire elles 
les quatre valeurs que ces mêmes équations fournissent pour le rayon de 
courbure p. 

Considérons maintenant , parmi les modules de rotation de la courbe don- 
née , celui qui est du second ordre. Ce module, déterminé par la formule (3) , 
et mesuré dans une direction qui forme, avec les demi -axes des coor- 
données positives, des angles dont les cosinus (f^X^^ ^^ déterminent par 
les formules (4), sera ce que j'ai nommé la seconde courbure^ et ce que 
M. de Saint- Venant appelle la cambrure de la courbe proposée. L'inverse 
de ce même module, ou le rayon t., déterminé par la formule (1 3), sera 
le rajron de seconde courbure ou le ra/on de cambrure, qui se mesurera 
sur la droite tracée de manière à former, avec les demi-axes des coordon- 
nées positives, des angles dont les cosinus 9^ /) ^ seront déterminés par 
les équations (i4)- Supposons d'ailleui*s que par le point {x^ j^ z) de la 
courbe donnée on mène une droite perpendiculaire au plan osculateur. 



Celte droite, étant perpendiculaire à la tangente et au rayon de courbure, 
sera précisément celle qui , prolongée dans un certain sens, forme , avec les 
demi-axes des x^y^z positives , des angles dont les cosinus ^ , 6, c se déter- 
minent par les formules (5) ; et si , en nommant d le module de rotation 
de cette droite, on représente le rapport inverse de ce module par une lon- 
gueur r mesurée sur cette même droite dans le sens que nous venons d'indi- 
quer, la longueur r, le rayon de courbure p et le rayon de cambrure t. véri- 
fieront la formule (17), en vertu de laquelle - et - seront les deux côtés 

d^un triangle rectangle qui aura pour hypoténuse -. Ajoutons que si Ton dé- 
signe par tù une longueur mesurée sur la tangente à la courbe donnée, dans 

le sens suivant lequel se mesure positivement larc ^, et par (o),!^) langlc que 
forme cette tangente avec le rayon de cambrure, les longueurs p et r seront 

liées à la longueur t. et à Tangle {tù^v) par les équations (16). La foimule (17) 
a été donnée par M. de Saint- Venant ( dans le tome XIX des Comptes ren- 
dus des séances de V Académie des Sciences)^ et, comme il la remarqué 
lui-même, elle se trouve implicitement comprise dans une équation de 
M. Lancret. 
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MÉMOIRE 



Sun 



QUELQUES PROPRIÉTÉS DES RÉSULTANTES A DEUX TERMES. 



§ !•*■. — Formules analytiques. 

Considérons deux systèmes de variables dont les unes , en nombre égal 
à n, soient représentées par les lettres italiques 

les autres , en pareil nombre , étant représentées par les lettres romaines 

(aj X, y, z,. . • . 

CoucevoDs, d'ailleurs, que Ton range quatre de ces variables sur deux lignes 
horizontales et en même temps sur deux lignes verticales, en plaçant, dans 
la première ligne horizontale , deux termes de la suite (i), et, dans la seconde 
ligne horizontale , les termes correspondants de la suite (2). On obtiendra 
ainsi un tableau de la forme 

(3) 1 ^' ^^ 

\ X, y, 

et si, après avoir construit , avec les quatre termes de ce tableau , les deux 
produits 

dont chacun a pour facteurs deux variables situées non*seulement dans les 
deux lignes horizontales , mais encore dans les deux lignes verticales, on re- 
tranche le second produit du premier, la différence ainsi trouvée, savoir, 

sera une résultante composée seulement de deux termes^ Tun positif xy, 
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l'autre négatif — - xy. Or, les résultantes de cette espèce jouissent de quelques 
propriétés qui méritent d*étre remarquées, et dont Ténoncé fournit diverses 
propositions que nous allons établir, 
i** Théorème. Soient 



l^, V 



deux fonctions homogènes et linéaires des n variables 

X, jr^ z^m • •; 



et nommons 



u, V 



ce que deviennent les fonctions u^ u quand on remplace les n variables 
Xjjr^Zf... par n autres variables 

*» y» z,, . . . 

Ija résultante formée avec les quatre termes du tableau 

l4) 



u, V, 



c'est-à-dire la différence 

ttV — Ui', 

sera une fonction homogène et linéaire des résultantes 

(5) xy — xj, orz — xz,..., jrz — yz,..., 

dont chacune est fournie par un tableau qui renferme pareillement quatre 
termes , savoir, deux termes quelconques de la suite 

écrits au-dessus des termes correspondants de la suite 

^1 y> 2, . • . . 

Démonstration. Supposons 

(6) M = Xr -+-ljr-+-Zz-f-. . ., P = Xr h-Yt" -h Zz-h. . ., 

X, K, Z, . . , , X, Y, Z, , . . étant deux coefficients constants. Puisque u et v 
sont ce que deviennent u et v quand aux variables JCjjr^ 2,. • « on substitue 
les variables x, y, z,. . . ; les équations (6) entraîneront les suivantes : 

(7) u = Xx 4- Ky -f- Zz -h . . . , v = Xx -h Yy -h Zz -+- 



• • • • 



35. 
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Cela posé , on aura identiquement 

(8) Mv - HP = [Xx -4- !>• -h Zz H- . • .) (Xx + Yy -4- Zz H- . . .) 

~(Xx -hFy-hZz-f....) (Xjc -f- Y;- -H Zz -+-...)• 

Or, en vertu de 1 équation (8) , la résultante binôme u\ — up sera évidemment 
composée de plusieurs parties respectivement proportionnelles aux coeffi- 
cients X, K, Z, . . .. D ailleurs, la partie proportionnelle au coefficient^, 
étant le produit de ce coefficient par la différence 

x\ — xp=(Xx + Yy-4-Zz-+-. . .)x— (Xr -4- Y^ -+- Zz -h . . •)x 
= Y(a:y — xy) -h Z{pcz — xz) 



sera, ainsi que cette différence elle-même, une fonction homogène et linéaire 
de plusieurs termes de la suite (5); et Ton pourra ert dire autant des diverses 
parties qui , dans le développement de la résultante u\ — up, seront respecti- 
vement proportionnelles aux coefficients Jr,Z. Donc cette résultante sera une 
fonction homogène et linéaire des divers termes de la suite (5). 

2* Théorème. Les mêmes choses étant posées que dans le théorème pré- 
cédent, écrivons Tune au-dessus de l'autre, non-seulement les deux suites 
de variables 

mais encore les deux suites de coefficients 

/ X ( -^> ^1 ^1 • • • » 

f X, Y, Z, . . . , 
qui représentent les constantes par lesquelles les variables 



x^ 7, 2 



j • 



se trouvent respectivement multipliées, i^dans la fonction «, 2^ dans la fonc- 
tion p; et considérons, outre les résultantes 

(5) xy-xj, xz — xz,..., yz-yz,..., 

dotit cbacnne est formée avec quatre termes compris dans deux lignes verticales 
du tableau (9) , les résultantes semblables 

(11) XY-xr, jïrz-xz,..., rz-vz,..., . 
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qui se déduisent des premières quand on remplace les termes du tableau (9) 
par les termes correspondants du tableau (10). Il suffira de multiplier chaque 
terme de la série (5) par le ternie correspondant de la série (i i), puis d'ajouter 
entre eux les divers produits ainsi formés , pour obtenir une somme équiva- 
lente au produit de la résultante 

MV — Ut^, 

en sorte qu^on aura 

(12) ttv - uii = 2(XY - Xr) (xy - xf), 

le signe 2 indiquant une somme de termes semblables entre eux. 

Démonstration. En effet, pour obtenir le coefficient de lun des termes de 
la série (5), par exemple du binôme 

dans le développement de Texpression 

uv — nçj 

il suffira de chercher le coefficient du produit xy dans le développe- 
ment du second membre de la formule (8). D ailleurs, ce dernier coeffi- 
cient sera évidemment celui que Ton obtiendra si 1 on suppose réduits à zéro 
tous les termes de la série (i), à Texception du premier Xj et tous les termes 
de la série (2] , à lexception du second^; et , comme , dans cette hypothèse, 
on aurait 

ii=ry, v = Yy, 
par conséquent 

ttv — ui^= (XY — XI^)^y, 
nous devons conclure que , dans le développement général de lexpression 

ttV — U(^, 

le coefficient du binôme 

ary- xjr 
sera 

XY - xr. 

CwvUaire. Si, éam la formule (la), on substitue, pour m, f^, u , v, leurs 
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valeurs tirées des formales (6), (7), on obtiendra réqnaticm identiqne 

(i3) (Xr-4- Jjr -H Zz ■+-...) (Xx + Yy + Zz-l-...) 

-{Xx -♦- JTy -kt Zz + . . .) {Xx-h Ij + Zz-h...) 

Cette équation, qui était déjà connue, comprend évidemment les i^' et 
2* théorèmes. 
3* Théorème. Soient 

(i4) «, (^, «/,... 

et 

(i5) V, V, IF,... 

dpux suites composées d'un pareil nombre de termes , dont chacun représente 
une fonction homogène et linéaire des /i variables x^ y^ z,.... Soient encore 

(16) u, V, w,. . . 
et 

(17) U, V, W,... 

ce <|ue deviennent les deux premières séries quand on remplace les variables 
x^^yZ^..n par les variables x,y, z,,... Concevons, d ailleurs, que Ton 
ajoute entre eux les termes de la série (i4) oi^ (16)9 respectivement multipliés 
plur les termes correspondants de la série (i5) ou (17), et construisons ainsi 
les quatre sommes 

^' ^ I Q= C^UH-^v-4-^W-h-.., P =Uu-+-VvH-Wvr-h.... 

La résultante 

PP - ÇQ, 

formée avec ces quatre sommes ^ dépendra uniquement des binômes qui re- 
présentent les divers termes de la série (5) , et sera une fonction de ces binô- 
mes, non-seulement entière, mais encore homogène et du second degré. 

Démonstration, Concevons qu'avec les termes des suites (i4) et (16), pris 
quatre à quatre, on forme les résultantes 

(19) wv — u(^, ww— uw, ..., rw — viv, ..., 

et, avec les termes correspondants des suites (1 5) et (17), les résultantes 

(20) uy-\^v, c^w-.u;^,..., rvf^NW,..., 
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Eu égard au %^ théorème ^ il snflbra de multiplier chaque terme de k série ( 1 9) 
par le terme correspondant de la série (ao) pour obtenir la résultante 

On aura donc 

(ai) PP - ÇQ = 1{UY-VF) (my ^ ui^), 

le signe 1 indiquant une somme de termes semblables entre eti^. D^ailleurs , 
en vertu du i^' théorème , chacun des binômes (19) ou (ao) sera une fonction 
homogène et linéaire des termes de la série (5). Donc tout produit de la fornie 

{UY - Ur) (ttv - ui;) 

sera une fonction de ces mêmes termes, entière, homogène et du second 
degré , aussi bien que la résultante binôme 

PP-QQ, 

représentée par une somme de semblables produits. 

Cowllaire i^. 11 est bon d'observer qu'en vertu des formules (18), jP sera 
une fonction des variables x^jr^z^...^ non-seulement entière, mais encore 
homogène et du second degré. De plus , P sera évidemment ce que devient P, 
et Q ce que devient Ç, quand on remplace les variables x, ^*, z, . . . par les 
variables X, y, z, . • .. 

Corollaire 2^. Si Ion réduit les fonctions 

aux variables 

X , y^ Zy . . . , 

les fonctions 

se réduiront elles-mêmes aux variables 

et la valeur de P, déterminée par la première des formules (18), deviendra 

P = Mor -h t^^ -H fvz -4- 

Si d'ailleurs les fonctions linéaires, par lesquelles les variables or, ^^ z, . . . se 
trouvent respectivement multipliées dans cette valeur de P, sont représentées, 
non plus par diverses lettres 



( î»8o ) 

mais à Taidede lia senle lettre P successivement affectée des indices Xy y^ z,.-> 
cVst-à-dire à Taide des notations 

P P P 

et si, pareillement, pour exprimer ce que deviennent ces mêmes fonctions 
linéaires quand on remplace les variables Xy jr^ z,... par les variables x, y, z,..., 
on se sert, non plus des lettres 

u, v, vr,..., 
mais des notations 

alors, à la place du 3® théorème, on obtiendra la proposition suivante : 
4* Théorème. Soient 

n fonctions homogènes et linéaires de n variables 



• • • 



et nommons 

ce que deviennent les fonctions P^^Py^P,^. . . quand on remplace les n va- 
riables Xyjr^Zj.. . par n autres variables 



• • • • 



X, y, z, 

Concevons, d'ailleurs, que Ton ajoute entre eux les termes de la suite 

P P P 

OU de la suite 

respectivement multipliés par les variables 

JT, ^, z, • . . , 
OU par les variables 

^9 Y 9 z, . « • ; 

et nommons 

p, <?, 

Q, P, 

les quatre sommes ainsi obtenues , P étant celle qui renferme les seules va- 
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riables x,jr,z, . . . , et F celle qui renferme les seules variables x , y, 2 ,. . ., en 
sorte qu'on ait 

^ ^' (Q = xP, +^Py +zP, -f-..., P =xP, +yPy +zP. H-.... 

lia résultante 

PP-ÇQ, 

formée avec ces quatre sommes, dépendra uniquement des binômes qui re- 
présentent les divers termes de la série (5), et sera une fonction de ces binô- 
mes, non-seulement entière, mais encore homogène et du second degré. 

Corollaire i**. Il est bon d'observer qu'en passant du 3* tbéorème au 4*, 
on obtiendra, au lieu de Téquation (a i), la formule 

Supposons maintenant que , jt, t étant deux termes quelconques de la suilr 

^) J^") ^» • • • » 
et s , t les deux termes correspondants de la suite 

^t y î 2) . . . , 

on dési[;ue par P,,, le coefficient de t dans la fonction linéaire P^, Alors 
P^f sera une constante qui représentera encore le coefficient de t dans la 
fonction linéaire P,, et la formule (aS) pourra s'écrire comme il suit : 

(a6) PP - ÇQ = 2(P,Pt - V,P,){st ~ sO , 

le signe 1 indiquant une somme de termes semblables entre eux. Comme on 
aura d'ailleurs 

^""^ I Ps = xP,., 4- yP,,^ 4- zP,., -h..., Pt = Px,,, -4- yP,.^ 4- zP,., +..., 

il suffira de substituer aux formules (6) et (7) les formules (a 7), pour obtenir, 
à la place de l'équation (la), l'équation semblable 

Cela posé, on tirera de la formule (a6), jointe à l'équation (27), 

(29 . PP ~ QQ = 22 {Ps.x Pt.y - Pi. X Ps.y ) {si - 8^ {^^ - X^) , 
Kx. d'An et dt Phys. math., T. III. (55« li»P.) 36 
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les deux signes 22 indiquant une double somme de termes semblables que 
l'on obtiendra en remplaçant successivement chacun des binômes 

si — sty xy — \j 

par les divers termes de la série (5). Ajoutons qu'en vertu de la première des 
équations (^7), on aura 

Pz = ^Pz.:c -*- jrPz.y "H Z^z.z + • • • , 

etc., 

et qu'en conséquence la première des formules (a4) donnera 
(3i) P = ^»P,., + j«P^.^+z»P,., + ... 

tandis que la seconde donnera 

(32) Q = xxP,., -+- YjP,.y + zzP^, , + . . . 

Au contraire, la quatrième et la troisième des formules (24) donneront 

(33) P = x»P,., + fP,,, + z»P,., + . . . 

-H xy(P,,^+P^.,)+xz(P,,,+P,,,)-f- . . . +yz(P,,,-f-P,.^)+ . . . , 

(34) Q = axP,,, + 7yP^,_^ + zzP,,, + . . . 

+ a:yP^.^-l-xjP,..^+a:zP^,j+xzPj.^+...-hjzP^.,+yzP,,^H-.... 

Corollaire 2'. Si le coefficient constant de t dans P, devient généralement 
égal au coefficient constant de s dans P,, en sorte qu'on ait 

(35) P... = P..t, 
alors les formules (3i), (32) donneront 

(36) P = .r'P,,, + f'P,,, + z^P,,, + . . . 

+ 2XjP,,j. -h -iXzP^.,. + . . . + ajzPj.., + , . . 
et 

(37) Q = JcxP,., +JsPy,y + zzP^,, + . . . 

+ (xy + V')P'.) +{xz-^ ^^)Px.z -+-... 4- (^-z + ys)P,.,, 
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1) ailleurs, les valeurs des coefficients 

P P P P P P 

pouvant être choisies arbitrairement ^ la fonction P déterminée par la for- 
mule (36) pourra être, parmi les fonctions entières de x, ^, z,. . . , lune 
quelconque de celles qui seront homogènes et du second degré. Quant à la 
fonction P, elle sera toujours ce que devient P quand ou remplace les va- 
riables œ^ jTyZ^, . . par les variables x, y, z, . . ., en sorte qu on aura 

(38) P = x«i>,., + fP,,, + 2»P,., + . . . 

-h 2xyPj.^y -h ixzPjp^g -+-...-+- lyzPy^z -l- . . • • 

Ajoutons que, si Ton désigne par s, t deux quelconques des termes de la 
suite 

et par s, t les deux termes correspondants de la suite 

il suffira, pour obtenir la valeur de Q déterminée par Téquation (37), de 
remplacer généralement, dans la valeur de P, le carré s^ d'une variable par 

le produit ^s, et le produit ^t de deux variables par la demi-somme ^^ 

Enfin, comme la valeur de Q ainsi formée ne sera point altérée quand on 
échangera entre eux les deux systèmes de variables 

X , y^ Zy. . . , 
il en résulte qu^on aura, dans Thypothèse admise, 

(39) Q = Ç, 

et que, par suite, la résultante 

P\' - QQ 

sera réduite à la forme 

PP - Ç\ 

Cela posé, l'équation (ag) deviendra 



i'- 



40) pp_Q^^ 21(P,,, p,,, - P,,J\.y. {Si - U ) (xy - x/), 



et le 4* théorème entraînera évidemment la proposition suivante : 

36, 
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5* Théorème. Soit P une fonction des n variables 



*. J. 2 



• • 



entière, homogène et du second degré. Nommons P ce que devient P quand 
on remplace les n variables jr, ^, «, . . . par n autres variables x , y, z, — 
Enfin, nommons Q ce que devient P quand on y remplace les carrés 

des variables Xyjr^z^. . . par les produits 

^x, j^y, zz,... 
et les produits 

xy^ xz , • • . , jrz , • • - 

des variables x^jr^z^..,^ combinées deux à deux , par les demi-sommes 

jry -f- xj xz -f- xz yt>-\- jz 

2 2 2 

La différence 

PP - Q' 

dépendra uniquement des binômes 



X 



y — x^ , j:z — x2 , . . . , ^z — ys 



et sera une fonction de ces binômes, non-seulement entière, mais encore 
homogène et du second degré. Ajoutons que si, ^ , ^ élant deux quelconques 

des variables 

X , ^, z , . . . , 

on désigne par P, , le coefficient du carré ^*, et par ^Pj.t '^ coefficient du 
produit st dans la fonction Pj on aura non-seulement 

(36) P = x'P,. ,+ ^«P^.^ + z»P,. ,-+-.. . 

+ 2x;'P,._^ -+- ixzP^,^ + ...-V- "iyzPy.z + . . . , 
mais encore 

(4o) PV-q-= ll{P.,.P,.r - P,..P..r)(st - st) (xy ~ xj) , 

les deux signes 22 désignant une double somme de termes semblables, que 
Ion obtiendra en remplaçant successivement ^ dans le second membre de la 
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formule (4o) , chacun des binômes • 

si — stj xy — xy * 

par les divers termes de la suite (5). 

Corollaire i*^. n étant le nombre des variables j:, ^, z,. . ., le nombre 

des termes de la suite (5) sera ^^ ' > et , en remplaçant successivement 

chacun des binômes 

^t — s^, iXy — xj' 

par ces divers termes dans le produit 

(40 {P,., Pe.r - P,..Ps.r) (*» " «0 (^Y " "j), 

on obtiendra, en tout, 



['-^-■^j 



produits dont la somme constituera le second membre de Féquation (4o), ou 
la valeur de la différence PP — Ç*. D'ailleurs, lorsque les deux binômes 

5t — sf , xy — xjr 

deviennent égaux , c est-à-dire lorsqu^on suppose 

et , en conséquence , 

s = x, t = y, 

le produit (4i) se réduit au suivant: 

(42) {P,..PT.r - K,K^Y - xj)*. 

Enfin , lorsque les deux binômes 

^t — s^ , xy — xjr 

restent distincts, le produit (4 1) est évidemment égal à un autre produit de 
la même forme, savoir , à celui qu'on obtient quand on échange les deux 
binômes entre eux. Donc les produits qui représenteront les divers termes 
(le la double somme comprise dans le second membre de Téquation (4o) 
seront de deux espèces, et, parmi ces produits, les uns, en nombre "évi- 
demment égal à 

, 

2 

seront de la forme (4^) 9 tandis que les autres, étant de la forme (4i) sans 
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être de la forme (42), seront deux à deux égaux entre eux. Ajoutons que le 
nombre de ces derniers sera évidemment exprimé par la différence 

(43) ['-i-f^J - '-^■- 

de sorte qu'en représentant ce nombre par nNy on aura 

(44) J^^ (n-^)in-,)n[n + ^l 

Corollaire 2'. Pour montrer une application du 5* théorème, supposons 
que les variables a:, f soient réduites à deux, et quen conséquence la fonc- 
tion P soit de la forme 

(45) P = cix^ H- bjr^ H- icxjr^ 

a, b, c étant des coefficients constants. Alors on aura 

n(n — I ) «7. 

^=2, "^ • = I, iV^=o; 

et, comme la suite (5) ne renfermera plus qu un seul terme, l'équation (4o) se 
trouvera réduite à 

(46) PP - Ç« = (P,,,P,,, - Pl,)(xy - xjy. 
Comme on aura d ailleurs, dans cette hypothèse^ 

Téquation (46) donnera 

(47) PP - <?» = (ab - c») (xy - xj)\ 

En substituant, dans la formule (47), aux fonctions P, P, Q leurs valeurs dé- 
duites de la formule (45) à Taide des règles indiquées dans 1 énoncé du 
5® théorème, on obtiendra Téquation identique 

ON I {^^^ "+■ ^/^ "^ '^cxf) {a\^ -f- èy ^ -I- 2Cxy ) — [axx -f- bjr^ -h c {xy -h x;-)]* 
^^^^ 1 ={ab^c'){xy^xjy, 

qui a été donnée par Lagrange dans les Mémoires de Berlin de 1773. 

Corollaire 3*. Supposons maintenant que les variables x ^ y^ 2, . . . soient 
au nombre de trois, et qu'en conséquence la fonction P soit de la forme 

(49) P = ax^ -h by^ -\- cz^ -+- ^djrz -+- 2e2x -f- '^fxjr^ 
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a y bj Cf dy e, y désignant des coefficients constants. Alors on aura 
et si 1 on pose, pour abréger, 

(5o) «X = j-z — yz , ?T = 2X — - ZJC , ^ = xy — X^', 

les termes de la série (5) se réduiront, abstraction faite des signes, aux trois 
binômes désignés ici par les trois lettres 5G, ?, îi. Cela posé, la formule (4o) 
donnera 

(5 ! ) pp - ç» = A^^ '\-Br;''-¥- Ci' + 2Z?-75b H- 2Ei.x -+- 2FcX?r, 

A y By Cj Dj Ef F étant des constantes déterminées par les équations 

(5a) { B = P,,,P,,,-Pl, E=P,,yP,,,-P„yP.^,^, 

^ ^^^ ^x,x^)\y -^x..i» -^ ^^^ *y*^ ^»* ^ z^ *^x,y ' 

Comme on aura d ailleurs 

^ j-,jr ^^ ^ » ^y,y ^^ '^j ' z^z ^^ ^\ 
"*j,r ^^^ "> ^z,x^^^^9 -'^x^y^^J'i 

les équations (Sa) donneront 

l J=hc'^d\ B=ca-e\ C = ab-f\ 
\ D = ef^ad, E=fd'^be, F ^ de --cf. 

Enfin, si, dans la formule (5i), on substitue aux fonctions P, P, Q leurs va- 
leurs déduites de la formule (49) à laide des règles indiquées dans 1 énoncé 
du î*^ théorème, on obtiendra Tëqualion idenlique 

('54) \ — [aa:x + ftxy+czz + r/(jz+yz)+e(zx+zx)+/(j^7+xr)]* 
= ^X*+ £c7* + Cj:>«+ ^D7^% + iE%X. + 2F^.?r, 

que Ton pourrait déduire de lune des formules données par M. Binet dans 
le XVI® cabier du Journal de V École Polytechnique. 

Corollaire 4*- H est bon d'observer que les coefficients constants 

P P P P P P 

renfermés dans les seconds membres des formules (36) et (4o) , sont précisé- 
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ment les moitiés des dérivées du second ordre de la fonction P. En effet , de 
lequation (36) , différentiée deux fois de suite par rapport à une même va- 
riable, ou par rapport à deux variables distinctes, on déduit immédiatement 
les formules jf^ " 

!p in2p p <nsp P tfi^p 

toutes comprises dans la formule générale 

(56) P,., = AD,D,P, 

qui subsiste dans le cas même où Ton suppose t=. s. Ajoutons encore qu^eii 
vertu des équations (55), la formule (36) donnera 

(57 . a P = x'\ilP ^f D; p h- 2^ D.2/> -f^ . . . 

Au reste, Téquation (67) peut se déduire immédiatement du tbéorème des 
fonctions homogènes. Effectivement, en vertu de ce tbéorème, la fonction iP, 
étant homogène et du second degré par rapport aux variables or, /, 2,. . ., 
vérifiera la formule 

tandis que les fonctions D^P, D^P, D,P,. . . , étant homogènes et du pre- 
mier degi-é , vérifieront les formules 

D;,P = xD.^P -i-jD^D^P-hsD^D^P 
D^P=.rD,D^P4-7D;P +2D,D^P 
^^^ ^ D,P = .rD^D,P-t-jD^D,P-hzD.'P 

etc. ; 

et il est clair qu en substituant dans 1 équation (58) les valeurs de 

D,P, D^P, D,P,..., 

fournies par les équations (Sg) , on retrouvera la formule (57). Observons enfin 
que les équations (3o), jointes aux formules (55^ donneront 

P,=:Ka:D,2P4-7D,D,P-hzl),D,P-f-...), 
P^=±(a:D^D^P-f-j^D;P4-2D^D^P-f-...), 

P,=i(.rD,D,P^-jD^D,P + rn.^P + ...), 

PtC. 



. . . , 

• • • 7 

• • • 1 



(«89) 
Donc, eu égard aux formules (Sg)^ on aura 

(60) P^ = ±D^P, P, = \B,P, P,=iD.P,.... 

Ainsi, dans Thypothèse qui nous a conduits au 5® théorème, les fonctions, 
précédemment représentées par les notations 

P P P 

se réduisent aux moitiés des fonctions dérivées 

D^P, DjrP, D,/>,.... 

§11. — Interprétations géométriques de plusieurs formules établies dans le premier paragraphe. 

Plusieurs des fornmies établies dans le § I admettent des interprétations 
géométriques qui méritent detre remarquées, et que nous allons indiquer. 
Supposons d'abord que la suite 

renferme seulement deux variables iT ,^, et concevons que ces deux variables 
représentent les coordonnées d'un point mobile. La distance r de ce point à 
Torigine sera déterminée par la formule 



Supposons d'ailleurs que, a, 6, c, A* étant des quantités constantes, le point 
mobile (x^jr) soit assujetti à rester sur une courbe du second degré repré- 
sentée par Téquation 

(i) ax^ -h bjr^ -h 2CXjr = k. 

Cette courbe. sera une ellipse ou une hyperbole, qui aura pour centre lori- 
gine des coordonnées ; elle sera une ellipse si Ion a 

ah — c^ > Of A: > G. 

Elle sera une hyperbole si Ion a 

aô — c^ < o ; 

et, dans cette dernière hypothèse, il suffira de changer le signe du second 
n^embre de la formule (i) pour obtenir Téquation 

(a) ax^ -h bjr^ H- ncxjr = — A: 

Ex. ttÀn. eide Ph. math,, T. III. (33« livr.) * Sy 
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d une seconde hyperbole conjuguée à la première , deux hjrperboles conju- 
guées étant celles qui , avec le même centre et les mêmes asymptotes, offrent 
des axes réels respectivement égaux et parallèles aux deux côtés d'an rec- 
tangle dont les diagonales sont dirigées suivant ces asymptotes. 

Concevons à présent que par le point (jr, j") on mène une langeDle à la 
courbe représentée par lequation (i) ou (a), et nommons 

les coordonnées courantes de cette tangente. On aura 

(3) (ax -f- cjr) (Ç — a:) -h {ex 4- hj) (rj —jr) — o, 
et par suite, eu égard à Téquation (i), 

(4) c^% -^bjnn'¥ c(xin -h gj) = k, 

ou , eu égard à Téquation (a), 

(5) ax^ 4- bjno -\-c{xrj'h Çj) = — k. 

Ajoutons que, pour obtenir Téquation de la parallèle menée à cette tangente 
par l'origine des coordonnées, il suffira de remplacer A* par zéro dans la for- 
mule (4) ou (5). I/équation de cette parallèle sera donc de la forme 

(6) nx^ -4- bjry} 4- c (xrj 4- cf) = o. 
Soient maintenant 

^^ y 

les coordonnées d un nouveau point situé sur Tellipse représentée par lequa- 
tion (i) ou sur Tune des hyperboles conjuguées représentées par les équa- 
tions (i) et (a). On aura encore 

(7) ax^ 4- by^ 4- acxy = A , 
ou 

(8) a\^ 4- by^ 4- ac xy = — k. 

Soit d^ailleurs J le rayon mené de l'origine au point (x , y), en sorte qu'on ait 



(9) s = yjx'-^y\ 

Si ce rayon est parallèle à la tangente menée par le point {x ^ y) à la 
courbe (i), on vérifiera Téquation (6) en posant 

|=x, >3 = y. 
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On aura donc alors 

(lo) ' aœx-h bj^Y -h c{a:y -h xjr) = o 

Si, au contraire 9 le rayon s nest pas parallèle à la tangente dont il s agit, il 
suffira de le prolonger indéfiniment dans les deux sens pour qu'il rencontre 
cette tangente en un certain point dont les coordonnées |, yj vérifieront Téqua- 
tion (4), et dont la distance à lorigine sera une longueur ç déterminée par la 
formule 



Mais alors, en posant, pour abréger, 



(la) 




on aura nécessairement 




(.3) 


ç n ^s 

X y ç 



X y ç ' 

le double signe ±. devant être réduit au signe 4- ou au signe —, suivant que 
les deux longueurs Sj ç se compteront, à partir de lorigine, dans le même 
sens ou dans des sens opposés. Or, de lequation (i3), réduite à la forme 

^ = - = ±1-, 

X y "" &' 
et combinée avec Féquation (4), on tire 

( 1 4) aa:\ -f- bjry -f- c (jcy -h \jr) — ±: Ok\ 

par conséquent, 

.15; c; — lîl j 

On peut donc énoncer la proposition suivante: 

i** Théorème, Soient r, ^ deux rayons menés de lorigine des coordonnées 
supposées rectangulaires, le premier à la courbe représentée par Téqua- 
tion (0 , le second à Tune des courbes représentées par les équations ( i ) et (a). 
Soit, de plus, ç la longueur mesurée, àpartir de Torigioe, sur le rayon s indé- 
finiment prolongé dans les deux sens, jusqu a la tangente menée à la courbe (i) 
par l'extrémité du rayon r. Enfin nommons x^j" les coordonnées de l'extré- 
mité du rayon r, et x, y les coordonnées de lextrémité du rayon s. Les deux 
longneui*s ^ et c seront dirigées, à partir de Forigine, dans le même sens ou 

37. 
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dans deux sens opposés , suivant que la quantité 

ax\ -^ byy -f- c(jry -h xjr) 



sera positive ou négative, et la valeur numérique de cette quantité sera pré- 
cisément la valeur du rapport 

Corollaire I®^ Lorsque la tangente menée parle point (^,^) à la courbe(i) 
est parallèle au rayon s^ la longueur représentée parc devient infinie. On a 
donc alors 9 = o, et , par suite , Téquation ( 1 5) se réduit , comme on devait s'y 
attendre, à la formule (lo). 

Corollaire n^. Concevons à présent que , par l'extrémité du rayon Sy c est- 
à-dire par le point (x, y), on mène une tangente à la courbe (i) ou (a), sur 
laquelle est situé ce même point; et nommons p la longueur mesurée, à partir 
de l'origine, sur le rayon /• indéfiniment prolongé, dans les deux sens , jusqu'à 
la tangente dont il s^agit. Alors , en posant 

(i6) e = -, 

p 

on prouvera, comme ci-dessus, que se réduit à la valeur numérique de la 
quantité 

axx -4- f^jy -h c (xy -h xj) 

-™ —■■■ I ■ I » ■■■-_■ I — . • 

Donc les valeurs de 6 fournies par les équations ( i a) et ( 1 6) seront égales entre 
elles, et Ion aura 

(17) f = :, 

en sorte que les deux longueurs p, ç seront respectivement proportionnelles 
aux deux longueurs r, s. Cette dernière proposition peut être considérée 
comme offrant une interprétation géométrique de la formule (Sq) du § I , et, 
comme cette formule , elle exprime la propriété qu^a la fonction 

axx -f- bjr^ -4- ^(^y -h x^) 

de n'être pas altérée quand on échange entre eux les deux systèmes de va- 
riables 

X, y. 
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Corollaire 3®. Supposons mainteDant que le rayon s aboutisse, comme le 
rayon r, à la courbe représentée par Véquation (i). Alors, non-seulement les 
longueurs petç seront respectivement proportionnelles aux longueurs r et s, 
mais, de plus, ces quatre longueurs étant comptées à partir de lorigine, p se 
mesurera dans le sens de r, et g dans le sens de ^ , si la quantité 

k 

est positive. Au contraire, si cette quantité devient négative, la direction dep 
sera opposée à celle de r, et la direction de ç opposée à celle de s. Donc , par 
suite , les longueurs r, s , d'une part , et les longueurs p, ç, d'autre part , repré- 
senteront des côtés homologues de deux triangles semblables dont les bases 
seront parallèles. On peut donc énoncer encore la proposition suivante : 

a* Théorème. Soient 

r, s 

deux rayons menés du centre d'une ellipse ou d'ime hyperbole à deux points 
de cette courbe. Soient encore 

deux longueurs mesurées depuis le centre de la courbe : i® sur le rayon r in- 
définiment prolongé jusqu'à la tangente menée par lextrémité du rayon s\ 
a° sur le rayon s indéfiniment prolongé jusqu'à la tangente menée par lextré- 
mité du rayon r. Les deux longueurs pj q seront respectivement proportion- 
nelles aux deux longueurs r, Sy et la droite qui joindra les extrémités des 
deux longueurs p^ q sera parallèle à la droite qui joindra les extrémités des 
deux longueurs r, s. 

Corollaire i*^ Le théorème précédent est l'un de ceux auxquels on se 
trouve conduit par les propriétés connues des diamètres conjugués de l'ellipse 
et de rhyperbole. D'ailleurs, ce théorème devient évident quand la courbe 
proposée se réduit à un cercle; et, du cas où la courbe est un cercle, ou 
passe facilement au cas où la courbe est une ellipse, en observant que toute 
ellipse peut être considérée comme la projection orthogonale d'un cercle 
dont un diamètre est égal et parallèle au grand axe de Fellipse , et dont le plan 
forme , avec le plan de l'ellipse j un angle qui a pour cosinus le rapport du petit 
axe au grand axe. 

Corollaire a*. Le a® théorème fournit un moyen très-simple de mener, 
par un point donné P d une ellipse ou d une hyperbole, une tangente à cette 
courbe. En effet, soit rie rayon mené du centre de la courbe au point donné, 
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et faisons coïncider le rayon s avec Tun des demi-axes de lellipse, ou avec un 
demi-axe réel de Fhyperbole. L^extrémité S du rayon s sera nn sommet de 
la courbe, et la tangente menée à la courbe par ce sommet sera perpendicu- 
laire au rayon s. Nommez R le point où cette tangente rencontrera le rayon r 
indéfiniment prolongé; parce point Ramenez une parallèle RT à la droite PS, 
qui joint le point donné P au sommet S; et soit T le point où le rayon s^ 
indéfiniment prolongé, rencontrera la droite RT. La tangente menée à la 
courbe par le point donné P devra passer par le point T, ce qui permettra de 
la construire immédiatement. ^ 

Corollaire 3®. Si le centre de la courbe proposée s'éloigne à une distance 
infinie de l'origine des coordonnées, cette courbe se transformera en une 
parabole, et les droites sur lesquelles se mesuraient les rayons r,Sy en deux 
droites parallèles à Taxe de la parabole. Donc , pour mener une tangente à 
une parabole en un point donné P, il suffit de mener, par le sommet S de la 
parabole et par le point P, deux droites, lune perpendiculaire, T^^utre paral- 
lèle à Taxe de la parabole, de mener par le point R , où ces deux droites se 
coupent, une parallèle RT à la droite PS, puis de joindre le point T, où la 
droite RT rencontre Taxe de la parabole, avec le point P. En opérant ainsi, 
on obtient pour ST une longueur égale à la projection de la distance PS sur 
Taxe de la parabole, ce qui devait être , attendu que , dans le cas où , en sup- 
posant les coordonnées rectangulaires, ou prend le sommet S pour origine, 
et Taxe de la parabole pour axe des abscisses, labscisse du point P est tout 
à la fois la projection de PS sur Taire de la parabole et la moitié de la sous- 
tangente correspondante au point P. 

Concevons maintenant que Ton combine Téquation (i4)> jointe à la for- 
mule (7) ou (8), avec Téquation identique 

(18) {ax^ -h bjr^ -h ncxj) (ax^ H- /;y^ -h 9Cxy) — [oxx H- bjy -h c Çxy + \y)Y 

= {ab - c^) {xy - xjr)\ 

déjà obtenue dans le § I. On trouvera ainsi 

dz A^ - O^k^ = {ab - c^) (.ry - \f)\ 
et en posant, pour abréger, 

f 

on aura simplement 

(ao) ± I — 6' = ' ' jç" , 
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le signe ±: devant être réduit an signe + ou au signe *- y suivant que if 
point (x, y) sera situé sur la courbe repi«ésentée par Téquation (i) , ou sur la 
courbe représentée par Féquation (a), c'est-à-dire, en d autres termes , suivant 
que les deux rayons r, s aboutiront à une même courbe ou à deux courbes 
distinctes. 

D'autre part, si l'on nomme (J langle (r, s) compris enlre les directions des 
deux rayons ret 5, on aura, en vertu d'une formule connue , 

l 'Ai) xy — xjr = ±. rs sin â. 

Donc la formule (ao) donnera 

(22) ±:i ^6^zz^—j^ 

Il reste à savoir ce qu exprime, dans la formule (aa) , la constante AT, dont 
la valeur est fournie par Téquation (19). Or, on peut facilement résoudre certe 
question, à Faide de Téquation (22) elle-même, en présentant cette équation 
sous la forme 



ou, ce qui revient au même, puisque Ion a 
sous la forme 






et en attribuant aux rayons r^s des valeurs déterminées. En effet, suppo- 
sons d'abord que la courbe représentée par Téquation (i) soit une ellipse, et 
nommons a, b les deux demi-axes de cette ellipse. Alors, en posant 

r = a , ^ =: b , 
on aura 

(?=(r,j) = -, sin(J=i, ç=ioc, 
rs sin cf = ab , 6 = 0, 

('t, par suite, 1 équation (^3), dans laquelle on devra réduire le double 
signe ± au signe 4-, donnera 

(a5) /f = a^ b^ 
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Supposons, en second lieu, que réquation(i) représente une hyperbole, et 
nommons a le demi-axe réel de cette hyperbole , b étant le demi-axe réel de 
rhyperbole conjuguée. Âloi*s il suffira de poser 

r= a, j = oo, 

pour que la direction du rayon s se réduise à la direction de lune des asymp- 
totes de rhyperbole (i), et pour que ç représente la longueur mesurée sur 
cette asymptote entre le centre de Thyperbole et la tangente menée à cette 
courbe par Tundes sommets. Mais la portion de la tangente comprise entre 
ce sommet et Tasymptote sera précisément le demi-axe réel b de Thyperbole 
conjuguée à celle que Ton considère, et cette portion aura pour mesure le 
produit 

$sin(r,j) = çsin(^. 

Donc, en posant 

r=: a, j = 00, 

on aura nécessairement 

çsin(J=b, 

et, par suite, on réduira Téquation (24) à la formule 

(26) K=-a«b^ 

Les équations (aS) et (26) peuvent aussi être démontrées directement avec la 
plus grande facilité. En effet, lorsque la courbe représentée par lequation l'i) 
est une ellipse, ses demi-axes a et b sont les valeurs maximum et minimum du 
rayon /'déterminé à Taide de cette équation, jointe à la formule 

(27) /•* = .r* -h^^ , 

et, par suite, ils se confondent avec les deux valeurs de r fournies par le sys- 
tème des deux équations 

(28) (a — ujib—u) — c^ = G, 

Donc alors Téquation (28), que Ion peut réduire à la forme 

(3o) w* — {a-hh)u-hab-'C^ = o, 

étant résolue par rapport k u, offrira pour racines les deux rapports 

""7' TT' 



■^ 
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et le produit de ces rapports sera équivalent à la constante ab-^c*, en sorte 
qn on aura 



et, par suite, 



= a*b«, 



ab — c 

OU j ce qui revient au même , 

Si, au contraire y la courbe représentée par réquation(i) est une hyperbole , 
le demi-axe réel a ou b de cette hyperbole ou de Thyperbole conjug^uée sera 
la valeur maximum de r déduite de la formule (27), jointe à Féquation (i) 
ou (a). Donc alors a ou b sera la valeur réelle et positive de r, qui se déduira 
de Téquation (28), jointe à la formule (29) ou à la suivante 

(30 «=--^- 

Donc , par suite , 

a' b' 

seront les deux racines de Téquation (27), et Ton aura 

î— =cib — c* , 

a»b» ' 

et 

-/-; = -a»b% 

ab — c' 

OU , ce qui revient au même y 

.K=-a»b^ 

En résumé, si la courbe représentée par Téquation (i) est une ellipse, ia 
valeur de K sera déterminée par la formule (25), et, en conséquence, Féqua- 
tion (^2), dans laquelle on devra réduire le double signe ±. au signe 4-, 
donnera 

(32) ,-e>=e% 

la valeur de 6 étant 

(33) e = ^. 
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Au coatraire^ si la courbe représentée par Téquatioa (i) est une hyperbole, 
la valeur de K sera détermiDée par la formule (26) ; et , en conséquence , 
Téquation (ia) donnera 

(34) 9'z^i=Q\ 

la valeur de ^ étant toujours déterminée par la formule (1)^ et le double 
signe zp devant être réduit au signe — ou au signe H- , suivant que l'extré- 
mité du rayon s sera située sur Thyperbole (i) ou sur Hyperbole (2). 
Il importe d'observer que le produit 

rs $in à = rssxn {rys) 

représente Taire du parallélogramme construit sur les rayons r, s , tandis que 

le produit 

ab 

représente Taire du rectangle construit sur les demi-axes a, b. Cela posé, la 
quantité désignée par 6, dans l'équation (33) ^ représentera évidemment le 
rapport de ces deux aires , et les formules (32) j. (34) entraîneront les pro- 
positions suivantes : 

3* Tfiéorème. Soient 

a, b les deux demi-axes d'une ellipse; 

r, s deux rayons menés du centre de Tellipse à deux points de cette courbe; 

A* 

dz=z(^r^s) Tangle compris entre ces rayons; 

ç une longueur mesurée sur le rayon s entre le centre de l'ellipse et la tan- 
gente menée à cette courbe par l'extrémité du rayon r; 

enfin posons 

e = i et %.= ^, 

ç «ab 

en sorte que 6 représente le quotient qu'on obtient quand on divise Taire 
du parallélogramme construit sur les rayons r et ^ par Taire da rectan^ 
construit sur les demi-axes a etb. Les deux rapports 9,0 vérifieront la for- 
mule 

(35)* Ô«H-6^=i. 

4* T%éorème. Soient 

a le demi-axe réel d'une certaine hyperbole ; 

b le demi-axe réel d'une seconde hyperbole conjuguée à la première ; 
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r un rayon mené du centre commun des denx hyperJi>oles à un fmint de la 
première ; 

s un rayon mené du même centre k un nonveau point de la première hyper- 
bole, ou à OR point quelconque de la seconde; 

i = (r, s) Tangle compris entre les rayons r, j ; 

; une longueur mesurée sur le rayon s entre le centre commun des deux 
hyperboles et la tangente menée à la première par Textrémité du 
rayon r; 

enfin posons 

U = -t W = — r — » 
ç ab 

en sorte que 6 représente le quotient qu on obtient quand on divise Taire 
du parallélogramme construit sur les rayons r et ^ par l'aire du rectangle con- 
struit sur les demi-axes a et b. Les deux rapports 9, 6 vérifieront la formule 

(36) 9*-e* = =bi, 

le signe ±: devant être réduit au signe + ou au signe —, suivant que le rayon 
vecteur s aura pour extrémité un point situé sur la première ou sur la 
seconde hyperbole. 

Lorsque le rayon s devient parallèle à la tangente menée par lextrémilié du 
rayon r, on a évidemment 

et Ton tire de la formule (35) ou de la formule (36) , dans laquelle le signe ài 
se trouve réduit au signe —, 

par conséquent, 

(37) rss\n&= àh. 

Mais aloi^ les rayons r, ^, qui offrent poyir extrémités deux points d'une même 
ellipse ou de deux hyperboles conjuguées, sont deux rayons conjugués, c'est- 
à->dire les moitiés de deux diamètres conjugués de Teilipse on des doux hyper- 
boles; et Téquation (Sy), présentée sous la forme 

^rs sin è = 4âb , 

exprime une proposition bien connue, savoir, que l'aire du paraUélogvaMme 

38. 



( 3oo ) 

construit sur les diamètres conjugués ar, 2^, est équivalente à l'aire du rec- 
tangle construit sur les axes 2a, ab. 

On pourrait encore déduire des 3*" et ^^ théorèmes diverses propositions 
relatives à leilipse ou à Fhyperbole , dont quelques-unes semblent dignes d'at- 
tention. Nous citerons comme exemples les deux suivantes : 

5* Théorème. Soient, dans une ellipse, 

a, b les deux demi-axes; 
s, t deux rayons conjugués; 
r un rayon quelconque; 

ùj £ les angles (r, j), (r, t)^ que forme le rayon r avec les deux rayons s et t. 
On aura 

(38) r ^ [s' sin^ cf + t^ sin^ g) = a^ b^ 

Démonstration. Soient 

les longueurs mesurées , sur la direction du rayon r, à partir du centre de 
leilipse jusqu'aux deux tangentes menées à cette courbe par les extrémités 
des rayons s et t. On aura, en vertu du 3* théorème, 

Mais , d'après une proposition établie dans les Exercices de Mathématiques 
(ili® volume, page So), on aura aussi 

// \ 11' 

(4o) -■+■- = 



pai* conséquent 



0^ ^ r' 



r- r'' 



- -H -7, = ï . 
?' ? 



Donc les formules (39), combinées Tune avec l'autre par voie d'addition, pro 
duiront la suivante 






qui coïncide avec Féquation (38). 
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6* Théorème. Soient 

a le demi-axe réel d'une première hyperbole ; 

b le demi-axe réel dune seconde hyperbole conjuguée à la première; 
Sj t deux rayons conjugués de la première et de la seconde hyperbole ; 
r un rayon quelconque de la première hyperbole; 

(?, £ les angles (r, s) , (r, t) que forme le rayon r avec les deux rayons s et /. 
On aura 

(4i) /^^(/'^sin^£ - j^sin^c?) = a^b^ 

Démonstration. Soient 

les longueurs mesurées, sur la direction du rayon r, à partir du centre com- 
mun des deux hyperboles jusqu^aux deux tangentes menées à ces courbes par 
les extrémités des rayons s et L On aura , en vertu du 4* théorème , 

Mais, d après une proposition établie dans les Exercices de Mathématiques 
(IIP volume, page 5a), on aura aussi 
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1 I I 

~2 77-i ^' 



par conséquent 






Donc les formules (4a) , combinées Tune avec lautre par voie de soustraction , 
produiront la suivante 

/ "^ifr siii' i — s^ sin' $) 

— — -^- __ I , 



qui coïncide avec Téquation (4i). • -*- 

Si, daus Féquation (38), on fait coïncider le rayon ravec le demi-axe a, 
alors, en nommant jui, v les angles formés avec ce demi-axe par les rayons 
conjugués s^t^ on trouvera 

(44) i^sin^jUL -f- /^sin^v =- b*. 
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Si, au contraire, on fait comcider le rayon vecteur r avec le demi*axe b, 
perpendiculaire au demi-axe a , les valeurs numériques de 

sin &y sin e 

se réduiront évidemment aux valeurs numériques de 

COS|UL, cos V. 

Par conséquent, on trouvera 

(45) s'^cos^u, -f- ^'cos^v = a^, 

puis on tirera des formules (44) >(4S)> combinées Tune avec Tautrc par voie 
d addition , 

(46) s'-h l^ = ai''-hh\ 

Si , dans l'équation (4 1) 9 on fait coïncider le rayon /avec le demi-axe réel a, 
alors, en nommant jui, v les angles formés avec ce demi-axe par les rayons 
conjugués j, i, on trouvera 

(47) ^''sin^v — i^^sin*/x = b^. 



Si maintenant ou remplace l'hyperbole à laquelle appartiennent le rayon s 
et le demi-axe réel a, par Thyperbole conjuguée à laquelle appartiennent le 
rayon t et le demi-axe réel b perpendiculaire au demi «axe a, alors, à la place 
de la formule (47)9 ^^ obtiendra la suivante 

(48) s^ cos^ juL -— t'^ cos*-* V =: a^ ; 

puis on tirera des formules (47), (48), combinées entre elles par voie de 
soustraction , 

(49) s"" - Û= a'^ - b^ 

Les formules (44)» (4 5j, (46), (47)» (48), (49) expriment des propriétés 
connues des rayons conjugués d une ellipse ou de deux hyperboles. 

Il est bon d'observer encore que , si Ton nomme t langle (^, t) compris entre 
les deux rayons conjugués s, t^ ces rayons seront liés à langle i dans les 5^ et 
6® théorèmes, par Téquation 

(50) st sin c = ab , 
analogue à la formule (37). 
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Dans les formules (38) , (4i), (5o), les lettres 

&, 6, l 

représenteot des angles dont chacun est censé positif et inférieur à deux 
droits. On pourrait, d'ailleurs, introduire dians les deux premières, à la 
place des angles c^, i , Fangle i et un angle polaire p mesuré, à partir du rayon ^, 
jusquau rayon /, en considérant Tangle p comme positif ou comme négatif, 
suivant qu'il se mesurerait dans le sens de Tangle i ou en sens inverse. Alors 
on trouverait 

(5i) sin <? = ± sin/>, sins = ±: sin(^ — «), 

et les équations (38), (4i) deviendraient respectivement 

(5a) r*[j^sinVH- ^^sin* (/?-£)] = a- b% * , 

(53) r^ [t^ sin*(;? - e) ~ «y'sin^p] = a*b% 

les longueurs s^ t des deux rayons conjugués pouvant être déterminées en 
fonction de t à Taide de la formule (46) ou (49)9 et de la fortaùle (5o). 

Lorsque les directions des deux rayons conjugués demeurent fixes, les lon- 
gueurs s^ t de ces deux rayons demeurent constantes, ainsi que la quantité t. 
Alors Téquation (44) ou (45) , ne renfermant plus d autres variables que le 
rayon vecteur mobile ret Tangle polaire p formé par ce rayon mobile avec- 
un rayon fixe s , devient Véquation polaire d une ellipse ou d'une hyperbole;. 
Cette équation polaire suppose , d^ailleurs , que le centre de la courbe est pris 
pour origine des coordonnées. 

Si Ion fait coïncider le rayon s avec le demi-axe a , on aura 

j = a, ^ = b, ttT = -• 

Donc alors Téquation polaire de Tellipse se réduira , ainsi qu on devait s y 
attendre, à la formule 

(54) /•* (a^ ûn^p 4- h- cos*/>) = a^ b^, 

et l'équation polaire de l'hyperbole, à la formule 

(55) ' r» (b» cos'p - a» sin»p) = a*b». 
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Si la suite 



X, r, z 



j • 



renfermait trois termes au lieu de deux , on pourrait considérer ces trois termes 
x^ y^ z comme représentant les coordonnées rectangulaires d'un point mo- 
bile. Alors aussi, à la place de Téquation (48) du § I, on obtiendrait Téqua- 
tion (54) du même paragraphe; et, en recherchant Tinterprétation géomé- 
trique dont cette équation serait susceptible , on se trouverait conduit à cer- 
taines propriétés d un ellipsoïde ou de deux hyperboloïdes conjugués. Mais 
ces propriétés , étant relatives à des points situés dans un plan diamétral , se 
réduiraient, en dernière analyse, à des propriétés dune ellipse ou de deux 
hyperboles conjuguées, et, par conséquent, aux théorèmes que nous avons 
déduits de la formule (48) du § 1, 
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MÉMOIRE 



SUB LA 



THÉORIE DES PROJECTIONS ORTHOGONALES. 



§ I. — Considérations générales, 

La considération des projections orthogonales, qui permet d établir assez 
facilement les théorèmes fondamentaux des deux trigonométries et de la 
géométrie analytique, a quelquefois Tinconvénient d'introduire dans le calcul 
un grand nombre de lettres destinées à représenter, avec les longueurs me- 
surées sur certaines droites, les trois projections de chacune de ces longueurs. 
Mais on peut remédier, au moins en partie, à cQt inconvénient, et, en abré- 
geant la démonstration des théorèmes , donner au langage analytique plus de 
précision et plus de clarté, à l'aide d'une notation très-simple que je vais 
indiquer en peu de mots. 

Soient 

divei*ses longueurs dont chacune se mesure suivant une droite déterminée et 
dans un sens déterminé. Non-seulement nous désignerons par (r, s) le plan 
qui renfermera , ou les deux longueurs r, Sj ou deux droites parallèles à ces 

deuxlongueurs, etpar(r, ^), suivant l'usage, Tangle que formera la direction 
de r avec la direction de ^; mais, de plus, nous emploierons la notation 

pour représenter la projection absolue de s sur une droite menée perpendi- 
culairement à r dans le plan (r, j), et, pareillement, nous emploierons la 
notation 

pour représenter la projection absolue de t sur une droite perpendiculaire au 
plan (r, s). Ces conventions étant adoptées, Fangle (r, j), compris entre deux 

Ejc. dAn, et de Ph. math., T. Ul. (54« li?r.) Sq 



( 3o6 ) 

loDgueui^ mesurées dans des directions quelconques ^ pourra être un angle 
aigu ou obtus , par conséquent l'un quelconque des angles renfermés entre 

les deux limites extrêmes o, tt. Mais Fangle (j, Sr)^ compris entre une lon- 
gueur s et la projection absolue de cette longueur sur une droite perpendi- 
culaire à la direction de r, sera toujours un angle aigu renfermé entre les 

limites extrêmes o, -. D'ailleurs on établira sans peine les propositions sui- 

vantes : 

i*' Théorème. Soient 



r, s 



deux longueurs dont chacune se mesurera suivant une droite déterminée 
et dans un sens déterminé. L angle aigu [s, Sr) aura pour complément 1 an- 
gle (r,^) ou le supplément de (r,^), en sorte que Ton aura 

/\ /\ /\ ^ \ ■ 

(i) co^(SySr) = SM*(^>*)9 sin {SjSr) = ±: cos {rjS). 

Démonstration. En effet , langle compris entre deux droites qui ne sont 
pas situées dans un même plan , n'étant autre chose que Fangle compris entre 
deux autres droites parallèles aux deux premières et situées dans un même 
plan y il suffira, pour établir généralement le i*^ théorème, de le démontrer 
dans le cas où les trois longueurs 

r, s, Sr 

sont renfermées dans un seul plan (r, s). Mais alors le théorème devient évi- 

dent y puisque (r, s) , [s^ Sr) représentent deux angles formés , par la direction 
de S, avec les directions de r et de s^^ c'est-à-dire de deux longueurs mesurées 
sur deux axes qui se coupent à angles droits. 

a* Théorème. Les mêmes choses étant posées que dans le i ^' théorème , 
on aura 

(a) Sr=^ s cos (5, 5^) , 

et 

(3) Sr = s sin (r, s). 



Démonstration. En effet, si l'on divise par la longueur s la projection ab- 
solue de cette longueur sur une droite quelconque, on obtiendra pour quo- 
tient, comme on sait, le cosinus de l'angle aigu compris entre la direction 
de s et la droite dont il s'agit. Donc, en faisant coïncider cette droite avec celle 
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sui' laquelle se mesure It projection s^^ on aura 

ou , ce qui revient au même , 

Sr = s COS [Sy Sr) , 

et par suite, eu égard à la première des formules (i), 

/\ 

Sr = s sin (r, s). 

3* Théorème. Soient 

r, s, t 

trois longueurs dont chacune se mesure suivant une droite déterminée et 
dans un sens déterminé. Supposons d'ailleui*s que, des longueurs 

mesurées sur deux droites perpendiculaires à r, la première s,, soit projetée 
sur la seconde tr. La projection ainsi obtenue sera la même que la projection 
de s sur ^^, et Ton aura 

/N /N 

(4 ) ^ COS ( J, <;.) = 5^ COS {Sj. , f ;.) . 

Démonstration. Pour que le 3^ théorème se trouve généralement démontré, 
il suffira évidemment de Tétablir dans le cas où les trois longueurs r, s, t par- 
tent d'un même point O. Si, d ailleurs, comme on peut le faire, ou prend 
pour Sr la perpendiculaire abaissée sur r de Fextrêmité A de la longueur ^, et 
si, par la direction de r, on mène un plan perpendiculaire à ^^, les projections 
absolues de s et de Sr sur tr se confondront Tune et lautre avec la perpendi» 
culaire abaissée du point A sur ce plan. Donc ces deux projections, repré- 
sentées par les valeurs numériques des deux produits 

S COS [s, tr)., Sr COS [Srj tr) , 

seront égales entre elles. D'ailleurs, ces deux produits seront tous deux positifs 
si les directions des longueurs^, t se mesurent d un même côté du plan doui 
il s agit , et tous deux négatifs dans la supposition contraire. Donc les deux 
produits 

s COS {Sj tr)y Sr COS (f^, tr) 

offriront, dans tous les cas, non-seulement des valeurs numériques égales, 
mais encore le même signe , donc ils seront égaux , et la formule (3) sera 
vérifiée. 

39. 
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Corollaire i^. Si, après avoir substitué, dans la formule (3), la valeur 
de Sr tirée de Féquation {^) ou (3) , on efface , dans les deux membres, le fac- 
teur commun j, on obtiendra Féquation 

/\ /\ /\ 

(5) COS (^, tr) = COS (j, Sr) COS {t^, J^), 

OU 

(6) COS (j, tr) = sin (r, s) COS {tr, Sr)- 

Corollaire a*. La direction de s^^f étant, comme celle de try perpendi- 
culaire à la direction de r, on pourra , dans les formules (4), (5), (6), rempla- 
cer tr par Sr^f. Donc les formules (5), (6) entraîneront les suivantes: 

(7) ^OS {s, tr,s) = COS {s,Sr) COS(j^,„ Sr), 

/s /S /\ 

(8) COS (5, Sr,t) = sin (r, j) COS {Sr,ej •*'/)• 

D ailleurs les longueurs 

dont les trois directions sont perpendiculaires à la direction de r, peuvent 
être censées renfermées dans un même plan, la direction de Sr,e étant elle- 
même perpendiculaire au plan (r, t), ci, par suite, à la direction de tr. Donc 
Tangle {Sr^gy Sr) doit avoir pour complément Tangle (j^., /;.) ou le supplément 
de {Sry tr)y et à Téquation (8) on peut joindre la formule 



(9) COS {Sr,n Sr) = siu {Sry tr) , 

en vertu de laquelle la formule (8) se réduit à 

(10) COS (s y Sr^f) = sin (r, s) sin (j^, tr)- 

En conséquence, on peut énoncer la proposition suivante : 

4* Théorème, Soient 

r, s, t 

trois longueurs dont chacune se mesure sur une droite déterminée et dans 
une direction déterminée. On aura 

/N /s /s 

COS {s y tr) = sin (r,^)cos(j^, /,.), 

et 

COS {SySr^g) = sin(r, j) sin(^;., O- 

Supposons maintenant qu un point mobile P passe de rorigine O d'une 
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certaine longueur r à lextrémité A de cette même longueur, en parcourant 
les divers côtés ii, p, fv, . . . d'une portion de polygone qui joigne le point O 
au point A , et attribuons à chacun de ces côtés la direction indiquée par le 
mouvement du point P. Si Ion projette les diverses longueurs 

sur la direction d'une autre longueur s^ la projection algébrique de r sera 
équivalente {voir la page i4î) à la somme des projections algébriques des 
longueurs w, i^, iv, . . . , et Ton aura , en conséquence , 



/\ /\ XN /^ 

(ri) rcos(r,^) = uco^(ii^s) 4- i^cos(i',^) H- u'Cos(fv,^) 



• • • • 



Si Ton réduit à trois les longueurs UyV^w^.. .^ elles exprimeront les côtés 
dun parallélipipède dont rsera la diagonale, et alors la formule (ii) don- 
nera 

( 1 1) cos (r, J) = - cos (m, ^) = - cos [y^ «^ ) -H - cos {w^ s). 

Si, d'ailleurs, on pose, pour abréger, 

(l3) r/=:Uu,w, f^=V^,u, fV=Wu,v, 

U^ V^ ^représenteront les trois dimensions de ce parallélipipède , mesurées 
sur des droites perpendiculaires aux faces. Enfin, comme, en projetant les 
longueurs /* et u sur la direction 27, on obtiendra évidemment pour projection 
la longueur £/" elle-même, on aura encore 

?7 = rcos(r,c7) = Mcos(w, f/"), 
et, par suite, 



- = — ^-7: — On trouvera de même 



\\t\'r 



r "" ^^^' 

cos(t', V) 

/\ 

w cos(r, fF) 

rosiw, H^) 



^t en substituant les valeurs précédentes de -, -- - dans la formule f 12^, on 

* r r r '' 

en tirera 

(1 5) cos (A) = <^Q^(^>")^Q^(^'^) _^ cosCsWcos(r,0^) _^ cos(fi7i')cos /,Vi 

00s [uy U) f OS (•», V) cos («', ^ j 
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Corollaire. Pour déduire du théorème précédent la formule (5), il suffit 
de remplacer les trois longueurs 



w, r, s 



par les trois longueurs 

qui remplissent évidemment la condition énoncée, attendu que les plans 

[Sj Sr) et (tr, Sr), 

dont Tun peut être censé renfermer la direction de r, lautre étant perpendi- 
culaire à cette même direction , se coupent à angles droits. 

§ II. — Sur les relations qui existent entre les cosinus et sinus des angles que forment l'une 

avec l'autre trois droites parallèles à un même plan. 

On déduit aisément des principes établis dans le § I les relations qui exis- 
tent entre les sinus et cosinus des angles que forment entre elles trois droites 
parallèles à un même plan, ou, ce qui revient au même, trois droites 
comprises dans un même plan et prolongées indéfiniment à partir du même 
point O dans trois directions déterminées. En effet, nommons 

r, Sj t 

trois longueurs mesurées dans ces trois directions, et £^, i^ deux autres lon- 
gueurs qui se mesurent sur deux axes rectangulaires tracés à volonté dans le 
plan des trois premières. La formule (17) du § I donnera 

(i) cos (r, s) = cos (r, ù) cos (j, li) 4- cos (r, v) cos (^, v). 

D'ailleurs, la direction de s^ étant perpendiculaire à celle de t^ rien n'empê- 
chera de prendre 

u= t^ if = St^ 

On aura donc encore 

(2) cos (r, s) = cos (r, t) cos (^, t) -h cos (r, s^) cos (^5 s^). 

Si, dans cette dernière formule , on échange entre elles les longueurs r, j, on 
trouvera 

cos (r, s) = cos (/', t) cos (j, tj -h cos (j, r^) cos (r, /v) ; 
puis, en substituant à la longueur s la longueur j^, on obtiendra Téquation 

(3) cos (r, St) = cos (r^ Sf) cos (r, r^), 

entièrement semblable à la formule (5) du § I. Cela posé, 1 équation (a) 



) 
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donnera 

/\ /s /s /s /s /\ 

(4) cos(r, ^) = cos (r, <) cos (j, <) H- cos (r, r,) cos (^, ^r) cos (r„ j,). 
Mais, d'autre part, r,, ^^ étant perpendiculaires à ^, on aura 

/s /\ /s /\ 

cos (r, Vf) = sin (r, ^) , cos (j, ^,) = sin (^, <). 
Donc la formule (4) pourra être réduite à 

A A /S A A A 

(5) cos (r, s) = cos (r, ^) cos {s^ t) -h sin (r, t) sin (j, <) cos (r, , ^f). 

Enfin 9 puisque les longueurs r,, ^, se mesureront sur des droites situées dans 
un même plan, et perpendiculaires à ^, on aura nécessairement 

cos(r„j,)=di I, 
et , par suite , 

A A A A A 

(6) cos (r, s) = cos (r, t) sin (j, /) di sin (r, t) sm (^, ^) , 

le signe ±. devant être réduit au signe — ou au signe +, suivant que les 

directions des longueurs r, s comprendront ou ne comprendront pas entre 

elles la direction de la longueur t. 

La formule (6) et celles que Ton peut en déduire par des échanges opérés 

entre les trois longueurs 

r, Sj t, 

expriment des relations existantes entre les cosinus et sinus des angles 

(s,t), {t,r), (r,s), 

que forment, Tune avec lautre, les directions de ces trois longueurs. Con-' 

cevons que, pour abréger, on représente ces trois angles à laide des trois 

lettres 

a^ bj c. 

Alors, si les directions des longueurs r, s comprennent entre elles la direction 
de la longueur ty on aura 

{rys) = a-hb, 

et, par suite, la formule (6), dans laquelle le double signe ±: devra être ré- 
duit au signe — , donnera 

(y) cos [a-hb)= cos a cos b — s'ina sin b. 

Si , au contraire , les directions de r et de ^ sont situées d'un même côté par 

Ex. d'An, et de Pkys. matfi., T. 111. ^54* livr. ) 4^ 
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rapport à la direction de ^, on aura 

et , par suite , la formule (6); dans laquelle le double signe ±i derra se réduire 
au signe -f- , donnera 

(8) cos [a — b)=^ cos a cos b — sina sin b. 

On se trouve ainsi ramené aux formules connues qui déterminent le cosinus 
de la somme ou de la différence de deux angles a, b en fonction des sinus et 
cosinus de ces deux angles. A la vérité , la démonstration ici donnée de ces 
formules semble exiger que chacun des angles a, b soit positif et inférieur à 
deux droits. Mais évidemment les formules (7), (8) ne seront pas altérées si 
l'on fait croître ou diminuer Tun quelconque des angles a, b d'un multiple de 
la demi-circonférence tt. Alors, en effet, chacun des termes que renferment 
ces formules conservera la même valeur numérique en changeant ou en ne 
changeant pas de signe, suivant que le multiple en question sera le produit 
de n par un nombre impair ou par un nombre pair; et, d ailleurs, il est clair 
que, pour obtenir un angle quelconque, positif ou négatif, il suffira toujours 
de faire croître ou diminuer un certain angle positif, inférieur à deux droits, 
dun multiple de n. Donc, pour que les foi*muIes (7), (8) se trouvent généra- 
lement démontrées, il suffit de les établir dans le cas particulier où chacun 
des angles a, b reste compris entre les deux limites extrêmes o, tt. 

Si, dans les formules (7) , (8) , obtenues comme on vient de le dire, on rem- 

place a par a H — , on obtiendra immédiatement les équations connues 

(9) sin (a -f- 6) = sin a cos b -h sinb cos a , 

(10) sin(« — b) = sin a cos i -— sin&cosix, 

qui déterminent le sinus de la somme ou de la différence de deux angles a, by 
en fonction des sinus et cosinus de ces deux angles. 

Enfin, des formules (7), (8), combinées lune avec l'autre par voie d addi- 
tion, on tirera immédiatement 

(11) cos (a -\- h) -h cos (a — b) = i cos a cos è, 

puis, en posant 

a -\- b^= p^ a — h = q^ 
on trouvera 

; la) cos^ -h cosq == acos^- cos^- -• 
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Il est bon d observer que, si, dans la formule (4), on substitue à la lon-*- 
gueur s la longueur t, , on obtiendra la suivante : 

/s A/\ /\ /s A 

(i3) cos(r,^,)= cos (/',/) cos (<,/,) -l- cos(r,/v)cos(j,,^,)cos(/v,^#). 

D ailleurs si, dans la formule (3), on échange entre elles les deux lettres s 
et ^ , on en tirera 

A A A 

(i4) cos(r,^,) = cos(r,,^,) cos(r,r,j. 

Ajoutons que, si une droite mobile, comptée à partir du point O, tourne 
autour de ce point de manière à s'appliquer successivement sur la direction 
de s, puis sur la direction de t^ une longueur mesurée sur une perpendicu- 
laire à la droite mobile s'appliquera successivement, non sur la direction 
des deux longueurs s^j t,y situées, la première, du même côté que j, par 
rapport à t, la seconde, du même côté que ^, par rapport à^, mais sur 
Tune de ces deux directions et sui* le prolongement de Tautre. Donc , par 

A A 

suite, langle {t,^Sf) sera égal, non pas à langle {s^t)j mais au supplément 
de (j,^), et Ton aura 

A A 

( I 5) COS [Se jts) = COS (Sjt). 

Or, en vertu de cette dernière formule, jointe à Téquation (i4), 1^* for- 
mule (i3) donnera 

A A AA AAA 

(i6) cos(r,,^,)cos(r,r,) = cos(r,<) cos(^,^,) — cos(r,rjcos(j,^)cos(rf,jf). 
Mais , d^autre part , on aura 

•N A A A A. A 

cos(r,r,)= sin(r,j), cos(r,r,) = sin(r,/), cos(f,f,) = sin(j,^). 
Donc la formule (i6) pourra être réduite à 

A A AA,AA A 

(17) cos(r,,^,)sin(r,j) = cos(r,^)sin(j,^) — siu(r,^)cos(j,^) cos(r„jJ. 

Cela posé, en représentant, comme ci-dessus, para et h les deux angles 

{s^t), (r^t) , et supposant d*abord que les directions r, s comprennent entre 
elles la direction de la longueur t, on trouvera 

A A A 

{r^s) = a-^ b j cos (/',,/,) = i , cos(r,, j^) = — i ; 

en sorte que 1 équation (17) se réduira immédiatement à l équation (9). Si , au 

4o. 



( 3i6 ) 

contraire, les directions de r et de ^ sont situées d uq même côté par rapport 
à la direction de ^ , on aura 

et, de plus, 

•N /s 

(r,^) = a — 6, cos(r,,^,) = i, 

{r,s)^b'-a, cos(r„^,)= — i, 
en sorte que Téquation (17) se réduira simplement à Téquation (10). 

§ m. -*- Sur la résolution des tn angles rectilignes^ 

Soient r, j, t les trois côtés d un triangle quelconque. Si , en prenant le 
côté r pour base, on adopte les notations établies dans le § I , on pourra repré- 
senter la hauteur par Sr et par tr- On aura donc 

(1) Sr=tr. 

Mais, d autre part, on aura [voir la formule (3) du § I] 

(2) Sr= s sin (r, s) y tr= t sin (r, t). 

Donc la formule (i) donnera 

s sin (r, s) = t sin (r, <) , 
ou , ce qui revient au même j 

sin (f, r) sin (r, j) 

Cette dernière équation devant subsister quand on échange entre eux les 
côtés r, ^, on en conclura 

/\ /\ /s 

/.J^ . sin (s, t) sin (r, r) sin (r, 5) 

^ r s / 

Si maintenant on nomme 

a, ê, 7 

les trois angles du triangle respectivement opposés aux côtés 

r, s, t, 

langle (j, ^) se réduira évidemment, ou à langle a, ou an supplément de a, 
et Ton aura , par suite , 

sm {Sj t) = sm a. 
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On trouvera de même 

sin (/, r) = sin S, 

sin (r, s) = sin 7. 

Donc la formule (4) pourra être réduite à 

sin a sin 6 sin 7 



(4) 



t 



On se trouve ainsi ramené à cette proposition bien connue, que doFis un 
triangle les côtés sont proportionnels aux sinus des angles opposés. 
Rappelons d'ailleurs que, dans la formule (4)> les trois angles positifs 

a, S, 7 

seront toujours liés entre eux par la formule 

(5) a -f- 6 -^ 7 = TT, 

de laquelle on tire 

71 — a = 6 -h 7, 

et, par suite , 

( 6) sin a = sin (6 -+- 7) , cos a = — cos (ê -f- 7). 

Or, comme je lai fait voir dansV j^naljrse algébrique (note 1), et dans les Ré- 
swnés analytiques y on peut , des équations (4) , (5), (6) jointes à la formule ( i '2) 
du § II, ou bien encore aux équations (7) et (9) du même paragraphe, déduire 
immédiatement, avec la plus grande facilité, les diverses formules de ti*igo- 
uométrie qui servent à la résolution des triangles rectilignes. 

En terminant ce paragraphe , nous observerons que , si 1 on multiplie la 
base r du triangle donné par la hauteur s^ correspondante? à cette base, le 
produit 



rsr, 



ainsi obtenu, sera équivalent au double de la surface du triangle. Donc, si 
Ton nomme A cette surface, on aura 

(7) A = \rsr = ^rs sin (r,s). 
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§ IV. — Sur la trigonométrie sphériqne. 

Soient 

r, Sj t 

trois longueurs mesurées, à partir d^un même point O, dans trois directions 
déterminées. Ces trois lougueui^s seront les trois arêtes d un certain angle 
solide Irièdre formé par les trois plans 

(s,t), {t,r), {r,s); 
et comme 

représenteront les projections absolues des longueurs Sj t sur des perpendicu- 
laires élevées, dans les deux plans (r, s)^ (r, ^), à la commune intersection r 
de ces deux plans , il est clair que 

représentera Tangle dièdre opposé , dans langle solide dont il s'agit, à Fangle 
plan isj t). Cela posé, faisons, pour abréger, 

/\ /\ /\ 

a = [s, t), b = {t, r), c = (r, j), 

a = {Sr, tr), S = (ts, r,) , 7 = (r„ s,) ; 

et traçons, sur la surface de la sphère dont le rayon est Tanité, le triangle 
dont les sonunets coïncident avec les points où cette surface est travei*sée par 
les directions des arêtes r, Sj t. Les six lettres 

a, b, c; ce, ê, y 

représenteront les trois côtés du triangle sphérique construit comme on vient 
de le dire, et les trois angles opposés à ces côtés. Ce nest pas tout; si Ion 
pose , pour abréger, 

les trois lettres 

B, 5, T 

représenteront les projections absolues des trois longueurs 
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sur trois droites respectivement perpendiculaires aux trois plans 

(•^^0, i^fr), (r,j); 

et les trois longueurs 

r, j, t, 

considérées comme arêtes d'un tétraèdre, formeront, avec les faces opposées 
à ces arêtes, des angles dont les sinus seront respectivement égaux aux cosinus 
des trois angles X, fx, v , déterminés par les formules 

, J ajoute que les relations existantes entre les angles 

a^ b^ c\ a, o, y; X, /jl, v 

pourront être aisément découvertes à l'aide des principes établis diins le ^ I*'. 
l'entrons, à ce sujet, dans quelques détails. 

Observons d^abord que si, après avoir construit un parallélipipède dont les 
arêtes soient les trois longueurs 

r, s, t, 

on prend pour base de ce parallélipipède le parallélogramme dont les côtés 
sont les longueurs 

et pour base de ce parallélogramme Taréte t^ Taire A du parallélogramme et 
le volume V du parallélipipède se détermineront par les formules 

(i) k=zts,, V=:Ar,,,, 

desquelles on tirera 

(2) V = ts^r,^,. 

Comme on aura , d ailleurs , 

s^'=- s cos (jf , s^ = s sin (j, t) , 
et 

rs.t = r cos (r, r,,,) , 

la formule (a) donnera 

(3) V = rst sin (j, t) cos (r, r,,,). 

DoDG, ai Tooidésigoe par Orst le volume du parallélipipède , ou , ce qui revient 
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au même y si Ton pose 

on aura 

/\ /\ 

ô = sin {s^ t) CCS (r^ r,,,). 

Si , dans cette dernière formule, on échange entre elles les lettres i\ s^i^on 
obtiendra deux nouvelles valeurs de d, et Ion trouvera 

(5) 9 = sin [s^ t) cos (r, r,,^) = sin (^, r) cos (j, s^^r) = sin (r, ^) cos (<, ^^,,) , 
ou, ce qui revient au même , 

(6) ô = sin (j, ^) cos (/•, R) = sin (/, r) cos (^, 6) = sin (r, 5) cos (t^ T)^ 
par conséquent 

(•7) 9 = sin a cos X = sin b cos |ul = sin c cos v. 

I^ valeur de fournie par chacune des équations (5), (6), (7) n est évidemment 
autre chose que la valeur de V correspondante au cas où Ion aurait 

r= I, ,ç = I, t =: I, 

c^est-à-dire le volume du parallélipipède qui a pour arêtes trois longueurs 
équivalentes à lunité , et mesurées , à partir du point O, sur les directions de 
r, Sjt. Ce volume est d ailleurs sextuple du volume du tétraèdre , que Ton 
peut construire avec les mêmes arêtes, et que, pour abréger, je désignerai 
par la notation (r, s, t). 

Il est bon d observer encore que , les directions des longueurs S et Tétant 
perpendiculaires à la direction de r, celle-ci sera perpendiculaire au plan 
(Sy T). Pareillement la direction de s sera perpendiculaire au plan (7^, /î), 

et la direction de t au plan {R^S). Uonc,si, comme on peut le supposer, les 
trois longueurs /î, 5, T' se mesurent, ainsi que r, j, <, sur des droites 
qui partent du point O, le tétraèdre (r, ^, f ), qui aura pour arêtes les trois 
longueurs r, j, ^ , et le tétraèdre (/î , 5 , T) qui aura pour arêtes les trois 
longueurs /f, »S, T^ jouiront de cette propriété remarquable , que les arêtes 
de Tun seront perpendiculaires aux faces de lautre. Ajoutons que, si une 
face mobile , et limitée par Taréte /*, tourne autour de cette arête de manière 
à sappliquer successivement sur la face (r, ^), puis sur la face (r, ^), une 
longueur mesurée à partir du point O, dans une direction perpendiculaire 
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au plan de la face mobile, s'appliquera successivemeot non sur les directions 
des longueurs*^, 7^ situées, la première du même côté que Sy par rapport au 
plan (r, r), la seconde du même côté que t, par rapport au plan (r, s)^ mais 
sur lune des deux directions 5, T et sur le prolongement de lautre. Gela 
posé, les deux triangles spbériques qui auront pour sommets les points ou 
les arêtes des deux tétraèdres (r, j, t), (/f, 5, T)^ traverseront la surface de 
la sphère dont le rayon est lunité, seront évidemment ce qu'on appelle deux 
iviauQles supplémentaires l'un de lautre, c est-à-dire deux triangles dont 
Tun a pour côtés les suppléments des angles de Tautre. 

Soit maintenant 9 le volume du parallélipipède qui aiu*ait pour arêtes trois 
longueurs équivalentes à lunité , et mesurées , à partir du point O, sur les 
directions de /î, 5, Z*. A la formule (5) on pourra joindre la suivante 

(8)9= ûn(^T)cos{lC,Rs, j)=sm{T^R)cos (5, 5r, «)=sin {R,S) cos( ïf r^, sY 

Mais les longueurs r, Rs^t^ dont chacune sera perpendiculaire au plan (5, T), 
se mesureront , à partir du point O, sur une même droite ; et comme langle 
aigu, formé par cette droite avec la direction de A, pourra être représenté 
par chacune des notations 

on aura nécessairement 

(«>..^) = (r>). 
On trouvera de même 

{^,St,„)={s'^S), 

donc Téquation (8) donnera 

(9) 9 =sin(5rT')cos(r7/?)=sin(7V«)cos(j,'5) = sin (/C^) cos(^ T), 

ou, ce qui revient au même, 

(10) 9 = sinacosX= sine cos^x = sin ycosv. 

Si Ton combine entre elles , par voie de division , les formules (7; et ( 1 o), on 
sera immédiatement conduit à la suivante 

sin a sin b sin c 

\^^) e sin a sine sin 7* '• 

D ailleurs - représente évidemment ici le rapport des volumes des parailé- 

Ex, éPAn. et de Ph. math., T. UI. ( 34« livr.) 4 ^ 
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lipipèdes, ou bien encore des tétraèdres dont les arêtes équivalentes à rnnité 
se mesurent 9 d'une part, sur les directions des lon^^ttrs r^s^t^ d autre 
part, sur les directions des longueurs i{, S y T. On se trouve donc ainsi ra* 
mené à la proposition connue dont voici Fénoncé : 

I ^' Théorème. Un triangle , tracé sur la surface de la sphère dont le rayon 
est l'unité , offre des côtés dont les sinus sont proportionneb aox sinns des 
angles opposés à ces mêmes côtés , ou, ce qui revient an même, anx sinus 
des côtés du triangle supplémentaire, le rapport entre les sinus des côtés cor- 
respondants des deux triangles étant précisément le rapport entre les volumes 
des deux tétraèdres qui ont pour arêtes les rayons menés du centre de la 
sphère aux sommets de ce triangle. 

Les sinus des angles a y byC, a, 6, y, et les cosinus des angles X, jui, v ne 
sont pas seulement liés entre eux par les formules (7), (8) ; ils vérifient encore 
certaines équations dont lune coïncide avec Téquation (7) ou (io)du$ I*, 
tandis que les autres se déduisent de celle-ci à Taide d'échanges opérés 
entre les trois lettres r^ Syt. Telle est , par exemple , Féquation 

^ (la) eos(r,r,,,) = cos (r,r,)(cosr„r,.,) 

que le 7^ théorème du §1^ peut fournir immédiatement, attendu que 
le plan (r,, r,^,) passant par deux droites perpendiculaires à s sera lui- 
même perpendiculaire à ^ , et , par suite , au plan (r, r,) qui renferme la lon- 
gueurs. Comme on aura d ailleurs [voir les formules (i) et (9] du § I*'] 

cos (r, r,) = sin (r, j), cos (r„ r,,,) = sin(r,,^,), 
Téquation (12) pourra être réduite à 

( 1 3) cos (r, r,, ,) = sin (r, s) sin (r„ ^,), 

ou , ce qui revient au même , à 

(i4) cos X = sine sinS. 

On établira de la même manière les six équations comprises dans les trois 

formules 

/ cos X = sin ft sin y = sin c sin 6, 

(i5) < cosfjL= sincsina = sin€isiny, 

( cos V = sin a sin S = sin b sin a, 

desquelles on tire non-seulement 

sin a sin b sin <r 

sin a sin 6 sin 7 
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mais encore 
( 1 6) cos X cos |UL cos V = sin a sin b sin c sin a sin 6 sin y. 

Ajoutons que, des formules (i5), combinées avec les équations (7) et (10), 
on tire 

96 = sin a sin a cos' X := sin a sin 6 sin c sin a sin ê sin 7, 
et, par conséquent, eu égard à la formule (16) , 

(17) COSXcOSfJLCOSV = ÔO. 

On se trouve ainsi conduit au théorème qui s*énonce dans les termes suivants : 

a^ Théorème, Deux triangles supplémentaires Tun de lautre étant tracés 
sur la surface de la sphère dont le rayon est lunité , les trois rayons menés 
du centre de la sphère aux sommets du premier triangle formeront, avec les 
trois rayons menés du même centre aux sommets correspondants du second 
triangle , trois angles dont les cosinus offriront un produit équivalent au pro- 
duit des volumes des deux parallélipipèdes qui auront pour arêtes , Tun les 
trois premiers rayons , l'autre les trois derniers. 

On pourrait encore, des formules (7), (10), (i i), (i5), déduire immédiate- 
ment les équations 

(18) sin a sin 6 sine = -> sin a sin S sin y = —^ 

qui, jointes à la formule (16), reproduisent 1 équation (17). 

Aux diverses formules que nous venons d'obtenir, on peut joindre les 
équations (5) et (17) du § II, qui continuent de subsister dans le cas même 
où les trois longueurs r, s^ t cessent d'être renfermées dans un même plan. 
En effet, pour établir généralement ces équations, il suffira de recourir an 
6* théorème du § I*^. Concevons , pour fixer les idées, que Ion veuille établir 
la formule (5) du § II, en supposant, comme ci-dessus, que les trois lon- 
gueurs r^s^t se mesurent, dans trois directions quelconques, à partir dun 
même point O. Le 6* théorème du § I*^ donnera 

( 1 9 ) cos (r, s) = cos (r, u) cos (j, u) -h cos (r, ii) cos (j, c) , 

Uf V étant deux longueurs nouvelles mesurées sur deux droites perpendicu- 
laires Tune à l'autre, et tellement choisies que le plan (u, i>) soit parallèle à 
Tune des longueurs r, s. Or ces conditions seront effectivement remplies si 
Ton prend 

4i. 
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puisque alors le plan (w, ii) pourra être censé se confondre avec \e plan (j, t), 
et que d^ailleurs s^ sera perpendiculaire à t. En conséquence, on tirera de 
la formule (19) 

(20) cos (r, ^) = C08 (r, t) cos (j, ^) -f- cos (r, 5J cos (j, s^y 

Mais , d autre part , on aura [voir la formule (5) du § P'] 

cos (r, St) = cos (r, r,) cos (r^, j^). 
Donc la formule (ao) donnera 

(2 1 ) cos (r, f ) = cos (r, ^) cos (^, ^) + cos (r, r,) cos (j, j^) cos (r, , ^J. 

Enfin Ton aura [voir la première des formules (i) du § I*^], 

/\ /\ /\ , /\ 

cos (r, r,) = sin (r, i) , cos (jf, s^) = sin (j, <). 

Donc ta formule (21) pourra être réduite à 

(22) cos (r, j) = cos (r, ^) cos [s, t) -f- sin (r, t) sm (^, <) cos (r^, j,). 

Ainsi , en partant du 6® théorème du § I^, et raisonnant , d'ailleurs , comme 
dans le § II, on établit immédiatement, pour tous les cas, la formule (5) de 
la page 3i 3 , et il est clair que Ion établira généralement de la même manière 
la formule (17) de la page 3i5, c'est-à-dire Téquation 

/\ /s /s/s /s /s /s 

(23) sin (r, s) cos (r,, ts) = cos (r, t) sin (i, ^) — sin (r, <) cos (j, t) cos (r,, j^). 

Ajoutons qu'en vertu des notations adoptées , les formules (22)^ (23) pourront 
s écrire comme il suit : 

(24) cos c = cos a cos b -h sin a sin 6 cos y, 

(25) sin c cos 6 = sin û cos 6 — sin A cos a cos y. 

Si 9 aux formules (22), (23), on joint celles que Ton peut en déduire à Taide 
d échanges opérés entre les trois lettres r^s,ty on obtiendra en tout neuf 
équations, savoir, trois équations semblables à la formule (22), qui pourront 
s'écrire comme il suit : 

/ cos a = cos b cos c -h sinb sin c cos a, 

(26) ' cos b = cos c cos a -h sin c sin a cos 6 , 

( cosc = cdsacosZ^ + sinasiné cos y, 
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et six équations semblables à la formule (a 3), qui pourront s'écrii'e comme 
il suit : 



r2-j) 
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I sin a cos 6 = sin c cos 6 — sin i cos c cos a, 
( sin a cos 7 = sin h cos c — sin c cos b cos a, 

j sin b cos y = sin n cos c — sin c cos a cos 6, 
I sin b cos a =: sin c cos a — sin a cos c cos ê, 

sin c cos a = sin i cos n — sin a cos ft cos y, 
sin c cos 6 = sin a cos 6 — sin è cos a cos y. 



D'ailleurs, pour obtenir les équations (^17), il suffit de substituer, dans la 
deuxième et la troisième des formules (a6), la valeur de cos a fournie par la 
première; et, par suite, on peut, de Téquation (24), tirer, avec la plus 
fjrande facilité, non-seulement les trois formules (26), mais encore les for- 
mules (27), (28) , (29). 

Il y a plus : on peut, comme ou sait , déduire de la seule équation (24) j 
ou, ce qui revient au même, de la première des équations (26) , les princi- 
pales formules de la trigonométrie sphérique, telles qu'on les trouve dans un 
{{rand nombre d ouvrages et de Mémoires, entre lesquels on doit remarquer 
1<» Mémoire inséré par Euler dans les y4cta Academiœ Petropolitanœ de 
Tannée 1779. Avant de terminer ce paragraphe , je rappellerai, en peu de 
mots, comment ces déductions s'effectuent. 

D abord , si Ton échange entre eux les deux triangles spbériques supplé- 
mentaires lun de l'autre , dont le premier a pour côtés a, &, c, et pour angles 
a, S, y, on obtiendra, non plus les formules (26), (27), (28) , (29), mais celles 
qu on en déduit quand on y remplace 

a, bj c, a, S, y 
par 

71 — a, TT — 6, TT — y, ïr — a, ff — 6, TT — f ; 
c'est-à-dire les équations 



•y 



!J0) 



r^O { 



COS a = sin S ain ^ ce* ^ — cos S cos y, 




co8S = ifai* ^ COI a, 




a > <r II 

sma' 


1 


sina 


«; 
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,o X i sîn ê cos c = sin a cos 7 -h sin v cos a cos b « 

( sin § cos A = sin y cos a + sin a cos y cos 6 ; 

.. ^. J sin y cos a = sin 6 cos a + sin a cos 6 cos c , 

I sin y cos 6 = sin a cos 6 -h sin 6 cos a cos c. 

Observons d'ailleurs : i^ que les équations (27), (28), (29) sont linéaires par 
rapport aux trois sinus 

sin a, sin&, sine, 

et les équations (3i), (32), (33) par rapport aux trois sinus 

sin a, sin S, sin y; 

2^ que , pour déduire les équations (3i), (32), (33) des équations (27), (28)9 (29), 
il suffit de remplacer, dans celles-ci , 

sin a, sin 6, sine 
par 

sin a, sin S, sin y. 

Il résulte immédiatement de ces observations , que les valeurs des rapports 

sin b sin c 



sin <7 sm A 



) 



déterminées par deux quelconques des équations (27), (28), (29), se confon- 
dent avec les valeurs des rapports 

sin $ sin 7 

-; ) -: } 

sm a sin a 

déterminées par deux des équations (3î), (32), (33). Donc Téquation (24) en 
traine avec elle les deux formules 



sin 6 sin ^ sin 7 sin c 

sin X sin a sin a sin a 



(34^ -T— ^ -. , -. = -: 1 



comprises Tune et Tautre dans la suivante : 

.Qrs sin a sin 6 sin 7 

^ sm a sin sin r 

et, par conséquent, dans la formule (11). Au reste, on peut encore déduire 
immédiatement la première ou la seconde des formules (34)>des équations (33) 
ou (32), jointes aux formules (26). Ainsi, par exemple, quand on élimine 
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sin y entre les équations (33), on obtient la formule 

sin 6 _^ (cos a — cos b cos c) cos 6 
sin « (cos b — cos c cos a) cosa 

qui, étant jointe aux deux premières des équations (aô), reproduit la for- 
mule (34). 

Lorsque , étant donnés les trois côtés a, 6, c d'un triangle sphérique, on veut 
déterminer lun des angles a, S, 7, il suffit de recourir à Fune des équa- 
tions (26). S^agit-il, pAT exemple, de fixer la valeur de l'angle y ou (r,,^,) ; 
on aura , en vertu de Téquation (a4), 

,oz»v cosc — cosa cos ^ 

(3o) cos 7 = : :— T 

^ ^ • sin a sin 6 

Alors aussi on déduira sans peine les valeurs des lignes trigonométriques 

• 7 7 

sm - 1 cos - 

2 2 

de Téquation (36), jointe aux deux formules 

. a7 1 — CO87 -7 1H-C0S7 

sm* - = '-y cos* - = '-y 

2 2 2 2 

et, en posant, pour abréger, 

a-h b -h c= 2/>, 
on trouvera 

sin '^ = /[ ^^^iP — '')^^iP—^) \ 
2 V I sin £7 sin 6 r 

(37) { 

cos ^ = . /fîî^Z^îîI^Zlf)"!. 

2 V L sin a sin 6 J 

On pourra même , de ces deux dernières formules , tirer immédiatement les 
valeurs de 

sin ~ 

7 2 . «77 

tane - = > siny = asm-cos-» 

"2 7 ' 22 

cos- 
2 

et Ton trouvera ainsi : 

(38) tang 1 = Jf^iPjzflpP^l 
' 2 VL sin/?sui(/> — c] J 

(3q) siny= a v^[«"/'«i°(/'-'?)«"(/'~ *)«"(/' -'')1. 

^ ^' * sm a sin ^ 
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par conséquent , 

sin 7 v'L*'" psin{p — a) sin-/? — b)sin[p — c)] 

sin c sin /z sin b sin r 

Le second membre de la dernière équation n étant pas altéré, quand on 
échange entre eux les sommets et , par suite , les côtés du triangle sphérique 
que Ion considère, le premier membre devra jouir de la même propriété; 
d'où il résulte qu'on peut encore revenir immédiatement de Téquation (Sg) 
à la formule (35). D ailleurs, Féquation (Sg) pouvant s'écrire comme il suit : 

2 ^[sin/?sin(p — a)s\n{p — b)sin{p — c)] = sin a sin 6 sin y, 

donnera, eu égard aux formules (7) et (i5), 

(4o) 6 = là )/[sin psin(p —a)s\n{p — b)sin{p — c)]. 

L'équation (4^) entraine évidemment le théorème dont voici 1 énoncé : 

3* Théorème, Soient 

a, A, c 

les trois côtés d'un triangle sphérique , tracé sur la surface de la sphère qui 
a Funité pour rayon, et p le demi-périmètre de ce triangle. Le produit des 
sinus des quatre angles 

p, p — a, p — b, p — c 

offrira, pour racine carrée, la moitié du volume du parallélipipède dont 
les arêtes seront les rayons menés du centre de la sphère aux trois som- 
mets du triangle sphérique, ou, ce qui revient au même, le triple du 
volume du tétraèdre construit avec ces arêtes. 

Il est bon d observer que chacune des formules (36), (37), (38) détermine 
complètement la valeur de langie 7, toujours positif et inférieur à deux 

droits, ou, ce qui revient au même, la valeur de Tangle -» toujours positif 

et inférieur à un droit. Gela posé, il est clair que les formules (37), (38), 
qui se prêtent d elles-mêmes aux calculs par logarithmes, fournissent le 
moyen de résoudre très-facilement un triangle sphérique dont les trois côtés 
sont connus. Les formules analogues que Ton déduira de celles-ci , en substi- 
tuant au triangle sphérique proposé le triangle supplémentaire, fourniront 
le moyen de calculer les côtés a, 6, c du premier triangle, lorsque ses trois 
angles a, 6, 7 seront connus. Supposons , pour fixer les idées , qu'il s'agisse 
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de calculer le côté c. Alors , en posant 

a -I- 6 -h 7 = aw, 
et remplaçant , dans les formules (37), (38), 

fl, b, c, p, y 

par 

o 

Jb 

on trouvera 

, cosî = ./ P^^"T°^^^^i"~'a 

(4l) ^ 2 VL smasin€ J 

sm - = i/ . — \ g • h 

2 V L smasinS J 

Quant à la résolution dun triangle sphériquc, dans lequel on couuait 
deux côtés et langle compris , ou un côté et les deux angles adjacents à ce 
côté, elle se tire sans peine des considérations suivantes. 

Concevons que Ton combine par voie d addition ou de soustraction les 
deux formules (29). On trouvera ainsi : 

I (cos a -4- cos ê) sin c = (1 — cos 7) sin (a -h ^) , 
( (cos 6 — cos a) sine = (i + cos 7) sin {a — h). 

Mais, d autre, part, on tirera de la formule (35) 

f,,K sin a -h sin 6 sin a — sin € sin 7 

^ ^ ' sm £7 + sin 6 sin a — sin 6 sm c 

par conséquent , 

f. i (sin an- sine) sine = sin7(sina -h sin 6), 

^ ^ I (sina — sine) sine = sin 7 (sin a— sin A), 

Enfin , on aura identiquement 
cos a -+- cos = 2 cos cos » cosD — cosa = a sm sin > 

2 2 2 2 

. fi • a -f- 6 a — 6 . * fi • « — 6 a-f-6 

sin a -H sm b = 2 sm cos » sm a — sm 6 =: 2 sm cos ^ 



et, par suite, 

a-f-6 sin a + sin 6 cos 6 — cos a 

tang = T = -: ;— -- , 

" 2 cosa + cos 6 sm a — sm 6 

a — 6 cos € — cos a sin a — sin 6 

" 2 sin a + sin € eos a •+- cos 6* 

Ex. ^Am. 0t é€ Pkgrt. muA^ T. iU. (S^ ii^r.) 4^ 
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Donc , eu égard aux formules (43) et (45), ou trouvera 



x-f-ê sin7 sin n + sin À i -4- cosy sin (a — b) 

m 



*-T-u 91U-/ 3111 fs — T" OUI u 1 -T~ vvfa-/ siu ie« vr j 

tanf; = r—, rr = — : -: — :-^^ 

" 2 I — cosy sin(flr-l-o) siiiy sm« — wn6 



a — 6 IH-C0S7 sin;a — b) sîflv sin a — sio^ 

tann = — ; --— r^ = r-, rr' 

"2 sin 7 sin«-f-sino i — C0S7 sin («H- o) 

ou, ce qui revient au même, 

cos 

a-f-6 2 .7 

tanfî = -coti, 

" 2 a-i-b 2 
cos 

(47) ( . J, 

sm 

a — b 2 V 

tanff = '—. cot -• 

" 2 . a-4-6 2 

sin 

2 

Si Ton remplace le triangle sphérique donné par le triangle supplément 
taire , on devra, dans les formules (47)1 remplacer 

a, b, c, a, g, 7 

par 

;t — a, 71 — S, TT — y, tt — a, n — b, n — c. 

On aura donc encore 

a — ê 
COS 
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a -i- b 2 ^ c 

cos 



t«n6-^ = — TTetang-, 



. a— 6 

, sm 

a — b 2 6' 

tang -_ = _-^tang-, 

sm ^ 



puis on eu conclui'a 



(49) 



ces—- , , 

2 a -h b c 

• = cot tarifî - -> 

a — 6 2 "2 

cos — . — 
2 

. a-f-6 

sm , 

2 a — b c 
3 = cot tane - 

. a — 5 2 "2 

sm 
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D'ailleurs , les formules (43) peuvent sMcrire comme il suit : 

cos cos = — -. • sm' -1 

(5o) / 

a -f- 6 . a — 6 sin (a — b) « 7 

sm sm = — ' cos' -; 

2 2 siDc 2 

et , en ayant égard aux deux équations identiques 

ce ce 

smc tanR- = asin*-^ sin c cot-= 2 cos*-» 
"2 2 2 2 

on tire des formules (49)9 combinées avec les formules (5p), par voie de mul< 
tiplication ou de division, 

7 V 

sin' - ^ , sin' - 



(5.) 



• aH-6 ^a-hb 2 *a — 6 . ^a-^-b 2 

cos* = cos' ? cos' = sm' ^ 

2 2 c 2 2 . , c 

cos' - sin' - 



7 7 

^ ,cos*- ^ , cos'- 

. oa-f-6 o« — ^ 2 . «a — 6 . «a — o 2 



,C 2 2 . C 

cos' - sm' - 



sm* = cos* , sm" = sm 

c 

2 2 

Four réduire ces dernières aux équations connues 

/ a-l-6 c a-^-b . 7 a — 6 c , a-^b . 7 

i COS cos- = cos sm-9 cos sm- =sm sm > 

/^xi22 22 22 22 

(52) / 

] . a + 6 c a — b 7 .a — 6 . c a— ^ 7 

f sm COS - = COS cos-> sm sm-=sm cos-? 

V22 22 22 22 

il suffira d'extraire les racines carrées de chaque membre, puis d'observer: 
1° que, chacun des angles 

abc a 6 7 

— ,—,—, _, _, _ 

222 222 

étant inférieur à un droit, chacune des lignes trigonométriques 

. c tf . 7 7 • a-^-b . a H- 6 a — b a — 6 

sm-? COS -5 sm-9 cos 7-9 sm j sm > cos 9 cos 

22262 2 2 2 

sera positive; 2° qu'en vertu des formules (49) , cos sera un cosinus af- 
fecté du même signe que les deux quantités 



^ a -hb a -hb 

cot 9 cos ? 



4«. 
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et sin '^ un sinus affecté du même signe que les deux quantités 



a— ^ 



^ a — b a — h 
COt 9 sm 

1 2 

Les formules (47) et (48), analogues à celle qui, dans la Trigonométrie rec- 
tiligne , sert à la résolution d'un triangle dans lequel on connaît deux côtés 
et langle compris , constituent ce qu on appelle les analogies de Néper. 
Observons, d'ailleurs qu on les reproduira immédiatement si Ton combine 
entre elles , par voie de division , les formules (Sa). 

Les formules (47^,9 jointes à Tune quelconque des formules (48) ou (Sa), 
fournissent le moyen de résoudre complètement un triangle sphérique dans 
lequel on connaît deux côtés a^ b et Tangle compris 7. En effet, un tel 
triangle étant proposé, on pourra déduire immédiatement des formules (47) 
les demi-sommes 

a -+- 6 a — 6 



— 9 

2. 



renfermées, la première entre les limites o, tt, la seconde entre les limites - 

-f--, et, par suite, les angles a, ê; puis de l'une quelconque des for- 

mules (48) ou (Sa), la valeur de - comprise entre les limites o, -, et, par 

suite , la valeur de c. 

Pareillement les formules (48) , jointes à l'une quelconque des équations (47) 
ou (Sa), fournissent le moyen de résoudre un triangle sphérique dans lequel 
on connaît un côté c et les deux angles adjacents a, 6. En effet, un tel 
triangle étant proposé, on pourra déduire immédiatement des formules (48) 
les demi-sommes 

a -i-b a — b 

, , 

comprises,lapremière entre les limites O, TT, la seconde entre les limites — -• 

-H-, et, par suite, les côtés a, A; puis de l'une quelconque des for- 

mules (47) ou (Sa), la valeur de - comprise entre les limites o, -, et, par 

suite , la valeur de y. 

Si Ton donnait, dans un triangle sphérique, deux côtés a, b et Fangle a 
opposé à Tun d eux, ou deux angles a, S et le côté a opposé à lun d'eux, 
on commencerait par déterminer l'angle S ou le côté b, à l'aide de la for- 



*-••" 
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mule (35) réduite à 

sin 6 sin a 

sin ^ sin a' 

mais à la valeur de sin S ou de sin 6, tirée de cette formule , correspoD- 
draient deux valeurs de S ou de &, également admissibles, et représentées 
par deux angles, l'un aigu, lautre obtus. D'ailleurs, les côtés a, 6 et les 
angles a, S étant supposés connus, on pourrait déduire la valeur de c de 
Tune quelconque des équations (48), et la valeur de y de lune quelconque des 
équations (47). 

Dans le cas particulier où Pun des angles du triangle sphérique , Fangle y 
par exemple, se réduit à un angle droit, on a 

cosy = 0, sin7= I, 

et les formules (24) et (35) se réduisent aux suivantes : 
(53) cosc = cosa cosè, 

.^-v sin a sin 6 1 

^ ^^ sin/ï sin 6 sine* 

dont la dernière peut être remplacée par les deux équations 

(55) siua = sina sine, sine = sinSsin6\ 

Alors aussi les formules (3o) donnent 

(56) cosa = cosa sine, cosê = cosb sina. 

On doit remarquer d^ailleurs que ces diverses équations peuvent toutes se 
déduire directement du 7* théorème du § I*^. La première , c est-à-dire 1 e- 
quation (53) , qui subsiste entre les côtés Uj b et Thypoténuse c d'un triangle 
sphérique rectangle, est précisément , comme on Ta fort bien observé, celle 
qui remplace le théorème de Pythagore , quand on passe de la géométrie 
plane à la théorie des figures tracées sur la surface d'une sphère. Ajoutons 
qu en réduisant cosy à zéro, et sin y à lunité, on tire des formules (27^ (28), 
(a9),(3o),(3i),(3a), 

( tang a = tang C cos S , 

^57) { j ^ 

{ tango = tangc cosa, 

Îsinc cosa = sinb cosa. 
sioc cos6 = sina cosb. 
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(59' tanga langS cosc = i, 

{sina cosc = cosê cosrr, 
sinS cosc = cosa coso. 

Au reste, les équations (67), (58) , (Sg), (60) pourraient se déduire immédia- 
temcut des formules (53), (55), (56), ou, ce qui revient au même, de Féqua- 
tioii (53) jointe aux deux formules 

,^, , sina cos6 . ^ sinb cosa 

(Oi : sma = -; — = — ,j smb = - — = — • 

^ sine CCS 6 sinr cosa 

Fia formule (53) , jointe aux équations (57) ou (58), fournit immédiatement 
la résolution d'un triangle sphérique rectangle , dans lequel on connaît les 
trois côtés, puisqu'un tel triangle étant donné, on peut déduire, i**le côté 
inconnu de la formule (53); a** les angles a, ê des équations (57) ou (58). 

Les formules (56) et (69) fournissent immédiatement les trois côtés a^b^c 
d^un triangle sphérique rectangle dans lequel on connaît les deux angles a, S. 

Si Ton connaissait un angle a, avec un côté adjacent 6 ou c, le second 
des deux côtés adjacents à langle a serait déterminé par lune des for- 
mules (57), et Ton se trouverait ainsi ramené au cas où deux côtés étaient 
connus. 

Enfin , si Ton connaissait, dans un triangle sphérique rectangle , un angle a 
et le côté opposé «, on ne pourrait plus, comme dans les cas précédents, 
déterminer chaque angle ou côté inconnu à laide de son cosinus ou de sa tan- 
gente, c'est-à-dire à l'aide d'une ligne trigonométrique à laquelle répond tou- 
jours un seul angle compris entre les limites o, n. Mais leqaation (54) four- 
nirait la valeur de sine, à laquelle répondraient deux valeurs de c également 
admissibles, et représentées par deux angles, l'un aigu, Tautre obtus. D^ail- 
leurs a et c étant connus, la i*ésolution s'achèverait comme dans le premier 
cas. 

Si le triangle sphérique, dont les côtés sont a^b^ c et les angles a, 6, y, 
était tracé sur la surface d'une sphère décrite non plus avec le rayon 1, mais 
avec le rayon t^, le triangle sphérique semblable, tracé sur la surface de Ja 
sphère dont le rayon serait l'unité, aurait évidemment pour côtés 

abc 

V t/ V 



les angles étant toujours 

a, ê, 7. 
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Donc alors, aux foraiules trouvées dans ce paragraphe, on devrait substituer 
celles qu on en déduit , quand on remplace a, 6, c par -, -> - 



§ V. — Sur la réduction de la trigonométrie sphériquc à la trigonométrie rectiligne. 

Ainsi que Lagrange Ta remarqué, les formules de la trigonométrie sphé* 
rique peuvent être aisément réduites à celles que présente la trigonométrie 
rectiligne. Cette réduction permettant de mieux saisir les analogies qui exis« 
tent entre les formules correspondantes des deux trigono met ries, il nW pas 
sans intérêt de voir comment elle s^effectue. Or on peut établir à ce sujet 
une règle très-simple, que nous allons démontrer en peu de mots. 

Nommons a, i, c les côtés et a, ê, 7 les angles dun triangle spliérique, 
tracé sur la surface de la sphère dont le rayon est «.. Ces côtés et ces angles 
auront entre eux les relations qu'expriment les formules établies dans le § IV, 

quand on y remplace a, 6, c par -1 -? - 

Concevons maintenant que, dans les formules du § IV, modifiées comme 

on vient de le dire, le rayon f devienne infiniment grand. Les angles -9 - » - 

deviendront infiniment petits, et, après avoir développé les sinus, cosinus 
et tangentes de chaque angle infiniment petit en séries ordonnées suivant les 
puissances ascendantes de cet angle, on pourra faire disparaître le rayon ^ de 

chaque formule en y réduisant - à zéro. U y a plus : les formules nouvelles 

auxquelles on parviendra, en opérant de cette manière, coïncideront évi- 
demment avec celles que Ton déduirait des équations diverses établies dans 
le § IV, en considérant chacim des angles représentés. par a^bjC^ ou par une 
fonction linéaire de a, 6, c, comme une quantité infiniment petite du pre- 
mier ordre, et en négligeant les infiniment petits d ordre supérieur par rap- 
port aux infiniment petits d ordre inférieur; elles seront donc homogènes 
par rapport aux côtés a^bjC^si Ton donne ce nom aux équations et formules 
quon obtient en galant à zéro des fonctions homogènes de a, 6, c. D autre 

part, lorsque - deviendra nul, et i> infini, le triangle sphérique tracé sur la 

surface de k tphère, dont » était le rayon, se transformera évidemment en 
aa tnai^i^ iieclilign» On peut donc énoncer la proposition suivante : 

^ M Tune quelconque des formula de trigonométrie 

RU les ttois côtés a, b^ c et les trois angles a , S, 7 
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d un triangle sphérique tracé sur la surface de la sphère qui a pour rayon 
Tunité. Pour que cette formule devienne applicable à uû triangle rectiligne 
dont les côtés seraient encore représentés par a^b, c et les angles par a, 6, 7, 
il suffira de la rendre homogène par rapport aux côtés a, ô, c, et d'opérer 
comme si, ces côtés étant infiniment petits du premier ordre, on négligeait 
les infiniment petits dWdre supérieur par rapport aux infiniment petits d or- 
dre inférieur. 

Corollaire i*^ Si Ion veut, en opérant comme on vient de le dire, rendre 
homogènes les formules (27) , (28) , (29) du § IV, il suffira d y pousser lap- 
proximation jusqu'au premier ordre dans Févaluation des sinus et cosinus des 
arcs considérés comme infiniment petits; il suffira donc dy remplacer les 
sinus des arcs a^b^ c par ces arcs eux-mêmes, et leurs cosinus par Tunité. 
Donc, en vertu du théorème énoncé, les équations analogues aux for- 
mules (27), (28) , (29) du § IV seront, dans la trigonométrie rectiligne, 

(1) a = ècosy -h ^ cosy, 6 = c cosa -f- acosy, c = a cos6-4- ècosy. 

Effectivement, étant donné un triangle rectiligne dont les côtés sont repré* 
sentes par a, 6, c et les angles par a, S, 7, on peut établir immédiatement 
chacune des formules (7), en projetant les trois côtés sur la direction de Fun 
d entre eux. 

Corollaire 2®. En opérant comme dans le corollaire i®^, cest-à-dire en 
remplaçant le cosinus de chacun des angles a, 6, c par lunité, et en ayant 
égard aux équations (7), (8), (9), (10) du § II, on réduira les formules (3o) , 
(3i), (32), (33) du § IV aux six équations 

i cosa = — cos(ê -1-7), cosê = — cos(7-ha), cos7 = — cos(a -+- ê), 

(2) < 

( sina = sin(6 + 7), sine = sin(7 -h a), sin7 = sin (a -f- 6). 



Or il résulte de ces dernières que les sinus et cosinus des angles 

ê-1-7, 7-4-a, a-f-6 
sont en même temps les sinus et cosinus des angles 

n — a, TT — S, TT — 7, 

et que , par suite , langle 

a-4- S -h 7 — 7r 

est un terme de la série 

o, 27r, 4^,. ... '^*j 
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Donc , puisque, chacun des angles a, S, 7 étant inférieur à tt, la différence 
a^S-^y — n devra rester inférieure à a^r, cette différence sera nécessaire- 
ment nulle , et les équations (a) entraîneront la suivante : 

(3) a -h 6 4- 7 = TT. 

Donc, en partant des formules (3o), (3i), (3a), (33) du § IV, on se trouve 
ramené à celle qui exprime que , dans un triangle rectiUgne, la somme des 
trois angles est égale à deux droits. 

Corollaire 3*. En opérant comme dans le corollaire 1*% c'est-à-dire en rem- 
plaçant les sinus des arcs a^bjC par les arcs eux-mêmes, on réduira la for- 
mule (35) du § IV à la suivante : 

/.v lina sin€ sinv 

(4) — = -*- = —' 

qui s'accorde avec Téquation (4) du § III. 

Corollaire 4^. Lorsque les côtés a^b^ c sont infiniment petits du premier 



ordre, on peut en dire autant de la demi-somme, ""^ , de la demi-diffé- 
rence , et du demi-périmètre 

a -\- b -hc 

P= — i — 

Alors^ aussi, pour rendre homogènes les formules (37), (38), (39), (47) du 
§ IV, il suffit évidemment d'y remplacer le sinus de chaque arc infiniment 
petit par cet arc lui-même et son cosinus par Tunité. Donc, en vertu de ces 
formules et du théorème énoncé, les côtés a, 6, c, les angles a, S, 7 et le 
demi-périmètre p d un triangle rectiligne quelconque sont liés entre eux par 
les équations 

(6) 8111,= at'lflP— Jfy-'Xf-')!, 

/ \ * «-f-6 ^7 ^ a — € a — b ^7 

(7) ^^-r= ^^^a' t»°6^- = ^qr^^^'S- 

Parmi ces équations, les trois premières sont celles qui s'appliquent le plus 
aisémenl à la réiofaition d'un triangle rectiligne dont les trois côtés sont connus. 
Ajoittoiit que r«raiit-deraière se déduit encore de la formule 
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et que la dernière , jointe à cette même formule , fournit le moyen de ré- 
soudre un triangle rectiligne dans lequel on connaît denx côtés Uy b et Fan* 
gle y compris entre ces côtés. 

Corollaire 5^. I^orsque, en considérant les côtés a^b^c comme infiniment 
petits, on veut rendre homogène, par rapport à ces côtés, Tune des for- 
mules (a6) du § IV , par exemple la formule (24) , ou , ce qui revient au 
même, Téquation (36) du même paragraphe, il ne suffit plus de pousser 
l'approximation jusqu'aux infiniment petits du premier ordre dans l'évalua- 
tion des sinus et cosinus des arcs a, 6, c, et de substituer ces arcs à leurs 
sinus, en remplaçant leurs cosinus par lunité. Il devient nécessaire de faire 
entrer en ligne de compte les infiniment petits du second ordre, et de 
prendre, en conséquence, pour valeurs approchées de 

sinrt, sini, cosrt, cos6, cosc, cosacosA, 
les quantités 

, a^ b^ r' û'H-^' 

a, O. I -i I 5 I , I 

2 2 2.2 

Cela posé, en rendant homogène, par rapport aax côtés a, 6, c, 1 équa- 
tion (a4) ou (36) du § IV, on obtiendra la formule connue 

(8) c^zzia^ -^^2 _ ^ab cosyy 

ou 



(9) cosy 



a'-hb^ — c' 



2ab 



— 5 



qui, en vertu du théorème énoncé, devra, dans un triangle rectiligne quel- 
conque, déterminer le cosinus d'un angle en fonction des trois côtés. 

Dans le cas particulier où Tangle 7 devient nul , 1 équation (a4) du § IV 
se réduit à 1 équation (53) du même paragraphe. Alors aussi Téquation (8) , 
réduite à la formule 

(10) c* = a^H-Z>% 

reproduit le théorème de Pythagore, aiusi qu'on devait s'y attendre, puis- 
que, dans la trigonométrie sphérique, ce théorème se trouve remplacé liàr 
la formule (53) du § IV, ou, en d'antres termes, par le 7* théorème du $ F" 
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§ VI. — Sur les relations qui existent entre les systèmes de coordonnées recti lignes relatiw^s 

à deux systèmes d'axes conjugués. 

Nommons 

m 

les coordonnées d'un point mobile P, rapportées à trois axes quelconques 

menés par Torigine O , et 

X, Y, Z . * 

les coordonnées du même point mobile , rapportées à trois autres axes con- 
jugués aux trois premiers, c'est-à-dire à trois autres axes menés par la même 
origine perpendiculairement aux plans desj^, z, desz, jr et àe^x^jr. Suppo- 
sons d'ailleurs, pour plus de commodité, les demi-axes des X^ V et Z posi- 
tives situés par rapport aux plans coordonnés des j^, z, des z^x et des .r, j', 
des mêmes côtés que les demi-axes des x^ jr et z positives. Enfin soient 

X, y, z et X, Y, Z 

six longueurs mesurées à partir de Torigine O, d'une part sur les demi-axes 
des x^jTy z positives, d'autre part sur les demi-axes des X^ Fj Z positives. 
Les deux angles solides 

(x, y, z), (X, Y, Z), 

dont les arêtes auront pour directions celles de x , y, z et de X , Y, Z , seront, 
comme les deux triangles spbériques auxquels ils répondent, supplémentaires 
lun de lautre. Cela posé, si, en considérant le premier de ces angles solides, 
celui qui a pour arêtes les demi-axes sur lesquels se mesurent les trois lon- 
gueurs X, y, z, on nomme 

a, bj c 

les angles plans opposés à ces arêtes , 

a, e, 7 

les angles dièdres opposés à ces angles plans , et 

X, fJL, V 

les angles aigus que forment ces trois arêtes avec les demi-axes perpendi- 
culaires aux plans des faces opposées , on aura 

!(y,») = a, (Cx)=*, (x,y) = c, 

(lCzj=n-a, (z7X)=7r-e, ()CY)=7r-7, * 
(x%^X, {y>)=f*, £z)^y. 

43. 
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Ajoutons que , si Ton nomme r le rayon vecteur mené de Torigine O au point 
mobile P, on aura, en vertu des formules (12) de la page i43, 



/\ . . r\_ 



/ V cos(r,X) cos(r,Y) cos(r,Z) 

co8(x,X) cos(y,Y) cos(x, Z) 

Si maintenant on échange entre eux les deux systèmes d*axes conjugués , 
aloi*s, à la place des formules (a), on obtiendra les suivantes: 



/v . . A . . r\ 



(W V cos(r,x) y 00s (r, y) ^ 00s ( r, x) 

cos {x,X) CCS (y, Y) 00s (*, Z) 

D*autre part, comme on Ta vu dans le § I^, la considération des projec- 
tions orthogonales fournit immédiatement la formule (i5) de la page Soq, 
par conséquent les formules (10), (i i) des pages 14^9 i43* Donc, s étant un 
rayon mesuré toujours à partir de Forigine O, mais distinct der, on aura 
encore 

(4) cos (A) = ^(^>')<»^(^>^) _^ cos(/',y)cos(/,Y) ^ cos(r,x)cos(/,Z) ^ 

cos(x,X) cos (y, Y) cos(»,Z) 



et 



/\ . w 



(5) COSi^r^j) = ^^(^>^)^(^>^) _,_ cos(r,Y)cos(j,y) ^ co8(r,Z)cos(/,x) ^ 

cos(x,X) «>s(y>Y) cos(x,Z) 

Ajoutons qu'en vertu des formules (2), (3] , les équations (4)> (5) se réduiront 
aux deux suivantes : 

(6) rcos(r, j) = a:cos(j,x) -f-^cos(j, y)-f- zcos(^, z), 
et 

/\ /N /\ /\ 

(7) r cos (r, s)=^X cos (^, X) -f- Kcos (j, Y) •+- Z cos (j, Z) , 

c'est-à-dire à deux équations semblables Tune à l'autre, et dont chacune peut 
se déduire directement de la formule (5) de la page 1 4 1 • Cela posé , pour 
obtenir les valeurs des coordonnées x^jr^ z exprimées en fonctions linéaires 
des coordonnées JT, K, Z, ou les valeurs de JT, Y y Z exprimées en fonctions 
linéaires de jc, j, z^ il ne restera plus quà substituer, dans les formules (a), 

les valeurs de 

/\ /\ /\ 

cos (r, X) , cos (r, Y) , cos (r, Z }, 
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tirées de l'équation (7)1 ou , dans les formules (3), les valeurs de 

cos (r, x) , cos (r, y) , cos (r, z) , 

tirées de Téquation (6). 

Si Ton a égard aux équations (1) ,' les formules (a), (3) deviendront 

/\ /\ /N 

,ov cos(r,X) co9(r,Y) cos(r,Z) 

^ ' COftA *^ COS/* COSV 

(o) X=r2îi4i), r=r22ii£l), Z^s^^tiSll. 

^•^^ COS A COS/* COSv 

et Ton tirera des formules (6), (7), 

rcos(r,x) = jc-h^cosc-+-zcos6, 
('^) ^ rcos(r, y) =arcosc-4-^-+-zcosa, 

rcos(r, z) =:arco8i-hj^cosrt -+- z; 

rcos(r, A) = JT— Kcosy — Zcosê, 
\^^/ \ rcos(r\i)=: — Xcosy + V'-Z cosoLy 

r cos (r, Z) = — JTcos 6 — JTcos a-h Z. 

Or ces dernières, combinées avec les formules (8), (9), donneront 

/ \ \r x-^YCosc-i-zcosb -r/. X cosc -h Y^-z coso ^ xcos^ -f- rcosa-f-s 

(12) yi = ; y jr= > ^ = ■ 9 

^ '^ cos A CQtf* COSV 

, ^» AT — FCOS7 — Zcos6 — Jirco87-f-r — Zcosa — ATcosë — Tcosa+Z 

^ -' cos A -^ COS /* . COSv 

Remarquons d ailleurs que chacune des équations (12), (i 3) se trouvé com- 
prise, comme cas particulier, dans la formule (16) de la page î44) de la- 
quelle on pourrait les déduire immédiatement. 

Il est bon d observer que les équations (la), présentées sur les formes 

jc-+-j*cosa-h«cos6=jrcosX, 
(i4) ^ 4rco«c-f-j'-i-zco8a = Fcos/x, 

jècM5+/'co$a + 2 = Zcosy, 



fT l' 



peavM éà M par rapport âi* x,^*, z. Concevons que, 

poi iM^ Ittéwltay . farinée avec les neuf termes 
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du tableau 

I , cos c j cos b , 

(i5) < C08C, I , cos a, 

K C08/&, COS a, i; 

puis par 

^, B, C, /), £:, F, 

les résultantes formées avec les mêmes termes pris quatre à quatre dans deux 
lignes horizontales , et dans deux lignes verticales, en sorte quon ait 

(i6) K=z I — cos*a — cos*ô -— cos*c -h acosa cosô cosc , 

et 

Î-/^=i — cos*a, fi=i — cos^i, C=i — cos*c, 

Z)= cos A cosc— cos a, i5'=co8Ccosa-— cosô, F=:=cosacosb — cosc. 

F^es valeurs de j4 , Bj C pourront être réduites à 

(i8) yî/ = sin'a, 5 = sin*fr, C=sin^c, 

et, en effectuant la résolution des formules (i4)) par rapport à x,^, z, on 
trouvera 

^J!'cosX4-/TcosfA-h£'Zco5v 

/ 1 Q^ ] FXcos > -hB YcosyL-i-DZ cos v 

A 

JSXcosX -h/>rcosp4-CZcos V 

Or ces dernières valeurs de ar , ^, z devront s'accorder avec celles que four- 
nissent les équations (i3), quelles que soient d'ailleurs les valeurs attribuées 
aux variables Xy Vj Z. Donc les coefficients constants, par lesquels ces 
variables se trouvent multipliées, doivent être les mêmes dans les for- 
mules (i3) et (19). Cette seule observation fournit immédiatement la for- 
mule 

(ao) /Sr= j4 cos^ X = fi cos* /x = Ccos* v 

w^COSflCOSV «cosvoosX i^cosXcosjx 

cos a cos 6 cos 7 

de laquelle ou tire , eu égard aux équations (18), 

(ai) i5r=sin*rtcos*X«=sîn*ôcos'/x = sin*ccos*v, . • *^ 
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et, par suite, 

(aa) = siDacosX = sinôcosjx = sinccosv, 

9 étant une quantité positive liée à K par Téquation 

(23) e^ = K. 

Ajoutons que, de la formule (20), jointe aux équations (16), (17), (aa), on 
tirera 

/ /v COSfl — COS^COS<7 ^ COsb — COSCCOSCI C08C — cosâcosé 
(24) COSa= r-r-: > COS6= ; ^ ? C0S7= ; ;— , 

sin6suic sincsma ' wnasinb 

Enfin, si , dans Téquation (23), on substitue pour K sa valeur, on trouvera 
(aS) 6*=i — cos*fl — cos^b — cos^ c -h ^cosacosbco^c. 

Si, au lieu de tirer les valeurs dex,^, z des équations (12}, on comparait 
les valeurs de X^ K, Z, tirées des équations ( 1 3) , à celles que fournissent 
les équations (12), alors, k la place des formules (22) et (24), on obtiendrait 
les suivantes : 

(26) 6 = sinacosX = sinêcos|x = sinycosv, 

/ V co8a-hcos6cos7 , cos6-f-cos7COsa coS7-|-co»acos6 
[27) COSa= r-r-' ^ COSO= -. r^ 9 C0SC= ^ r-T ? 

^^ sin6siD7 sin7Sina sinasinC 

B étant une quantité déterminée par la formule 

(28) 0*= I— co8*a— cos^ê — cos^y— acosacosêcos'y. 

Les formules (22), (24), (26), (27) coïncident avec les formules (7), (a6j, 
\^io) et (3o) du §IV. Ainsi, les équations fondamentales de la trigonométrie 
sphérique sont comprises parmi celles auxquelles on se trouve conduit par 
la comparaison des formules (12) et (i3). 

Au reste, il est juste d^observer que les formules établies ou rappelées dans 
ce paragraphe, et les démonstrations que nou$ en avons données, ne diffè- 
rent pas, au fond, des formules et démonstrations présentées par M. Sturm, 
dans un Mémoire que renferme le tome XV des jinnales de Mathématiques 
de M. Gergonne. Telle est, en effet, la conviction qu*a produite en nous 
une étude approfondie de ce Mémoire. Seulement il nous semble que les 
notations dont nous nous sommes servis donnent au langage analytique une 
clarté, une précision nouvelles. Dans le Mémoire de M. Sturm, les angles 
formés par le rayon vecteur r avec les axes coordonnés des or, jr^ z, pro- 
loDgés da côté des coordonnées positives, et avec des perpendiculaires 
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aux plans de ces axes, sont exprimés à Paide des notations 

(r,x), (r,jr), (r,z), 
(^r^)^ (^^)» (r.xjr); 

et ces expressions sont admises dans des formules où l'auteur désigne avec 
nous, par x^jr^ z, les coordonnées de lextrémité du rayon r. Pour rendre les 
notations uniformes et plus précises, il nous parait utile de considérer toujours, 

dans Texpression (r, s) ou (r,^), employée pour désigner un angle, les lettres 
r et f comme représentant deux longueurs absolues, mesurées dans des di- 
rections déterminées, et de remplacer, en conséquence, dans l'expression 

(r,j), la lettre j, non par la lettre a: ou par le système de deux lettres /5, 
mais par une longueur nouvelle x ou X , mesurée sur le demi-axe des x posi- 
tives , ou sur un demi-axe perpendiculaire au plan des jrz , quand il s^agit de 
représenter Pangle formé par ce demi-axe avec la direction du .rayon vec- 
teur r. Observons encore que , si la formule (4) ou (5) n'est pas écrite en 
toutes lettres dans le Mémoire de M. Sturm, elle peut, du moins, être con- 
sidérée comme comprise dans les équations qu'il a données , et spécialement 
dans les formules (i3) et (i8) du Mémoire cité, c'est-à-dire, en d'autres 
termes, dans les équations (2) et (6), d'où on la déduit immédiatement 9 et 
d'où l'auteur a effectivement déduit celle en laquelle elle se transforme dans 
le cas particulier où l'on fait coïncider le rayon vecteur s avec le rayon 
vecteur r. 

Remarquons à présent que l'on pourrait tirer encore les équations fonda- 
mentales de la trigonométrie spbérique, et spécialement la formule (ao), 
non plus des équations (14)9 résolues généralement par rapport à x^ j'jZj 
quelles que soient d'ailleurs les valeurs attribuées aux variables X, JT, Z, mais 
des équations (10), résolues par rapporta x.jr^z^ pour des positions par- 
ticulières et déterminées du rayon r. En effet, concevons d'abord que l'on 
fasse coïncider le rayon r avec la longueur X, mesurée sur le demi-axe des X 
positives. Alors la formule (8) donnera 

/ N r r cos 7 r co» 6 

(aq) x=—^y r = '-, z= » 

^ ^^ COSÎl «^ COSp C08v 

et les formules (lo) se réduiront à celles-ci: 

r cos 'k = x -hjr cosc -h z cos fr, 
(3o; { o = x cos c+jr -h zcosa^ 

o=xcosb+jrcosa'h z. 
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Or, des équations (3o) résolues par rapport à x^y^ z, on tirera 



(3.) 




X 

A 


~ F~ 


E 


= 


rcos> 
K ' 


OU, ce 


qui 


revient au même , 










(3a) 




A 

X 


_ F _ 

" y~ 


z 


= 


K 

rcOS> 



puis, en substituant dans la formule (3a) les valeurs àe x^y, Zy fournies par 
les équations (29) , on trouvera 

-^cosX= — F — ï- =--£ — 2 = — rî 

COS 7 COS O CCS A 

par conséquent , 

A =-^cos'a =— JT £- = —E s — 

CO87 C086 

On trouvera de même, en faisant coïncider le rayon r avec la longueur Y, 
mesurée sur le demi-axe des JT positives , 

K=sBcosru=:— D — ^ = — F *-» 

* cosa CO87 

puis, en faisant coïncider le rayon r avec la longueur Z mesurée sur le demi- 
axe des Z positives^ 

A =Ccos'v = — /s 5— =— D — ^ — i 

COS 6 C<Ma 

et il est clair quen réunissant les trois valeurs précédentes de iii, on repro- 
duira précisément la formule (ao). 

Il est bon d'observer que les numérateurs des fractions qui , dans les for- 
mules (^4)) représentent les cosinus des angles a, S, 7, se réduisent préci- 
sément aux résultantes 

-/?, -E, -F, 

formées chacune avec quatre termes du tableau (i 5). D'ailleurs , ce tableau 
est précisément celui (|(a*oni obtient quand on rédoit è son expression la plus 
simple chacun des termes dn saivant : 

( co»(x^), ooi(«,y), cos(x,ï), 

(33) l ièÊiM\.€M(j^j), CM{j%, 
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Donc , la forme ta plus nttarelle dos éqaatîom (^4) est oeile à Uqœlle on 

arrive quand aux numérateurs des rapports qui expriment les valeurs de 

cosa, cosS, cos y, on substitue trois résultaqtes^dont chacune est formée avec 

quatre termes du tableau (33). Concevons, eu particulier, que dans la valeur 

de C0S7, déterminée parla dernière des équations (a4), ou,* ce qui revient 

au même , par la suivante 

F 

COS7 = : r-T» 

' sin a fan à 

on substitue la valeur de — F déduite du tabtean (S3)^aavQÛr : 

/s A /S A 

— F = C0& (x^y) <jos (z,z) — cps (x^^z) po»(y9 z) , 



on trouvera 



COS (x, y) cos (z, z) -— cos(x, z) cos (y, z) 



sin(\,*)sin(y,z) 

Çon;mie q^ .dey^j^it Vy îiM^.'id''e, Téqu^tioa (34) se réduira simplement ^h 
formule 



(35 j • - cos Y = — ■ > M i ■ —w 



A , ^ s. , ^ X 

cos (x, y) — cos (x, z) cos (y, zj 

sin (x, z) sin (y, z) 



A 



si Ton Kk égard ^Végii^tipa. identique 

cos(z,z)= I. 

Mais la formule (34)rqui conserve jcpieux que k formule (35) la trace des 
opérations à Taide desquelles on la construite, est aussi plus élégante et plus 
fecile à retenir, puisque le numérateur de son secolnd membre est la différence 
de deux produits de mêmes dimensions, dont le sécotitise déduit du premier 
par un échange opéré ebtre Tes lettres qui occupeirt la secotide place dans les 

deux expressions (x,y), (z,z). 

Il est bon d observer encore que la formule (ii5) coïncide avec Téquation 
(4o) du § IV. En effet , on tire de cette dernière équation 

(36) 9* = 4 mpmip — a) sin {p^ J)sin(/i— c)> 

la valeur de ^p étant 

ou, ce qui revient au même, 

(37) ô^ = 4sin(^ — ^^^{^.-...^.^^y^j^i^,^^ 



'•' ■. . ■ .;. 
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dsiD f' sin 9 s cos (^ -* f) -- cos (^ H- 9), 
9Co»/»co&y 33 cot(/i^ -«> 9) -^ €os (/) -h 47) 9 

donneront y dune '|)ailt^,r:f, ; , i . 

Q^l^ ^.v ^.aim -vt ^ :?:: 00s a -^ 00S(6 + £^, 

et,d*autre part, 

COS(Ô-hC)-l- C08(6 — C) r= = I— COS'fr— COS^C, 

Donc y on tirera de la fominle (37) 

6« = [cosa— cos(i-+-c)][c6s(6 — c) — cosa] 
5;= I — cos* a •*- cos'i — cos' c + ticosacos^cosc. 

Ajoutons que, si au triangle sphërique dont les côtés sont a^b^c^ on substitue 
le triangle spbérique supplémentaire, on obtiendra, au lieu de la formule 
(36), la suivante : 

(38) Q'=:--*4cosoreQ6(w — a)co8(ar — €)cos(ty — 7), 

et que Téquation (118) coïncidera précisément avec la formule (38). 

Avant de termimer ce paragraphe, nous allons encore déduire des équa« 
tions (2), (3), (4)» (5), (6), quelques formules qui méritent d'être remarquées. 

Si, dans Téquation (6), on remplace successivement la lettre s par chacune 
des lettres r, x, y, z, alora, comme Ta observé M. Sturm dans le Mémoire 
déjà cité , on obtiendra successivement les formules 

{ 39) r :=^ XC08 (r, x) -h j^ cos (r, y) H- « cos (r, z) , 



\4o ) \ r cos (r, y) tsr ar cos (x , y) h- ^ -♦- :s cos Cy, z), 

/N /N A 

r cos (r, %) = X cos (x , z) -*- ^7^ cos (y, z) H- z , 



dont les trois dernières coïncident avec les formules (10) , tandis que la pre^ 

44. 
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mière, multipliée par r, puis combinée avec les titHS deniières, reproduit 
Téquation connue 

' (4i) r*==ar*-h7'*-f-«*-+-a^zcos(y, z)H-2Mrcos(z,x)-|-aa^cos(x, y). 
En opérant de la même manière, on tirera de la formulé (7) 

(4a) r*=^^-f-r ^-+-Z*-+- arZcos(VrZ)H- ^ZXcosÇl^X)^ aXTcosCxPr). 

Si dans Téquation (6) on échange entre eux les rayons r^ Sf alors, en nom- 
mant 

- ce que deviennent les coordonnées x^jr^z quand on passe de l'extrémité du 
rayon r à lextrémité du rayon s^ on trouvera 

(43) s cos (r, s) = x' cos (r, x) -h^' cos (r, y) -h z' cos (r, z) ; 

et de Téquation (43), multipliée par r, puis combinée avec les équations (4o), 
on tirera la formule 

/N 

(44) ^^ cos(r, s) = xjc'-hjjr'-h zaf 
{yz' ■^f'z) cos (y, z) ^{zjc'-h z'jc) cos(z, x) -H {xjr' + jc^) cos (x, y) , 



qui est Tune de celles que M. Binet a données dans le tome XV du Journal 
de l'École Polytechnique. Pareillement, si l'on nomme X% Y\ Z' ce que 
deviennent les coordonnées AT, K, Z quand on passe de lextrémité du rayon 
r à l'extrémité du rayon s , on obtiendra la formule 

(45) rs cos (m) = XX'->rYY'+ZZ' 

-h{rz'+r'Z) cos{Y'^z)-h(zx'+z'X) cos{^x)-h{xr'+X'r)coiixy), 

donnée encore par M. Binet. De plus, si dans les formules (44)i (4^) on 
substitue les valeurs de 

X, f, z, X, r, Z, 
tirées des formules (a) , (3) , et les valeurs semblables de 

x', j-\ z', x\ r\ Z'. '--i i ) 

on obtiendra deux équations dont la première* I NÉfen'i 
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dans le Mémoire cité , et dont la seconde sera 

(46) COS {r%) = ^(^>^)<»^(^^) ^ cos(r,y)cos(j,y) ^ cos (r^z) cos js ^z) 

cos» (x , X) cos» (y, Y) cos (z, Z) 

cos(r, y)cos(j, z)^eos(r, z)cos(x, y) «^«. 

cos(y, Y)cos(z,Z) 

COS (r, z) cos (j, x) -h cos (r, x) cos (s, z) /ly^vX 

77\- TTT- COS (<r , A) 

cos(z, Z}cos(Xy X) 

cos(r, x)cos(f, y) 4- cos(r, y) cos(f, x) .^^ 
-1 -7^— -7— €08 ^A, Y j, 

COS (x, X) cos (y, Y) 

OU y ce qui revient an même , eu égard aux formules (i) , 

(àl) cos (r^s) = ^(^^)<^(^>^) . cos(r,y)co8(f,y) cos(rrg)cos(frz) 

^ '^ ^ ' ' COS'X COS*ft COS*V 

_ COS (r, y)cos(5, z) -h cos (j, y)cos(r, z) ^^^ ^ 

cos fA cos V 

cos (r, z) cos (j, x) + cos (j, z) cos (r, x) ^ 
OOSv cosX 

_ cos (r, x) cos(i, y) -f- cos(j, x) cos(r, y) ^^^ 

COS^lCOSfi '* 

Enfin, si Von fait coïncider le rayon s avec le rayon r, les formules (44) i (4^^ 
se réduiront aux formules (40, (4^)f 1^ formule (4) ou (5) sera réduite à Téqua- 
tion 

//û\ . cos(r,x)cos(r,X) cos (r, y) cos (r, Y) cos(r, z)cos(r,Z) 

(40; I = 7^ 1 = — -7^— • 7n ' 

cos (x, X) cos (y, Y) cos (x, X) 

que Ton trouve déjà dans le Mémoire de M. Sturm,'et les formules (46), (47) 
donneront 

, A A A 

COS' (x,X) cos' (y, Y) cos* (z, Z) 



oot(y, Y)cos(zyZ) cos(z, Z)cos(x,X) 



cos(x,X)cos(y,Y) 



1 . 
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ou , ce qui revient au même , 



/\ /\ , /s 






C09( 



cosfr, y)co8(r,2) cos (r, a) cos (r, x) ^ cos(r, xjoosfr, ▼) 

CO!»flCOSf COSvCOSA COSACOSfi * 



La formule (46) ou (47) est celle qui sert à exprimer généralement le cosinus 
de langle compris entre deux directions données, en fonction des cosinus 
des angles formés par ces deux directions avec trois axes quelconques rec- 
tangulaires ou obli<|ues. La formule (49) ou (5o) fournit la relation connue 
qui existe entre les cosinus des trois angles formés par une seule direction 
avec les trois axes que Ton considère. 

Dans le cas particulier où les axes coordonnés des x^ j^z sont rectangu- 
laires , ils se confondent avec les axes conjugués, c est^-dire avec les axes 
coordonnés des X^Y^Z^ en sorte qu*on a 

X^=.X^ Y':=zj^ Z = Z. 

Alors aussi, chacun des angles a, 6, c, a, S, 7 étant droit, et chacun des 
angles X , jui , v étant réduit à zéro , chacune des quantités 

COSd, cos^, cosc 

s'évanouit , et chacune des suivantes 

sin/z, sin^, sine, cosX, cosjul, cosv 

se réduit à Tunité. En conséquence, les formules (10), (au), (4i), (44)i f47)> (5o) 
se réduisent aux équations connues 

A /\ /\ 

(5i) jr=rcos(r, x), j^=rcos(r, y), z == rcos(r, z), 

(5a) e=i, 

(53) r« = a;-^+^«-hz% 

(54) rs = XX'-^jrjr'+ZZ\ 

(55) cos (r, s) = cos (r, x) cos {s, x) + cos (r, y) cos (f , y) -h cos (r, z) cos f^fz) , 

(56) " I = cos* (r, x) -h cos* (r, y) -+- cos* (r, z). 

Supposons maintenant que des axes coordonnés, Tun, par exemple l'axe 
des z, soit perpendiculaire aux deux autres , c'est-à-dire aux axes des a: et j, 
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Tangle 

compris entre ces deux derniers axes pouvant d*aillears être aigus ou obtus. 
Alors, le plan des x^j étant en même temps le plan des A!", F, Taxe des Z 
viendra se confondre avec Taxe des z^ en sorte qu on aura 

(57) Z = z, v = o. 
Alors aussi on aura évidemment 

(58) a = ê=a=A = -» 7 = c, 

par conséquent, 

^1 cosa = cosê = cosa= co$b = o, sina = sin6 = sina = sini== i, 

( cos7=:cosc, sin7 = sinc, 

et les formules (i5) de la page 3iia donneront 
(60) cosX = cos/x = sine, cosv=i. 

Au reste, la seconde des formules (60) se tire immédiatement de la seconde 
des formules (57), et quant à la première des formules (60), on peut la dé- 
duire de cette seule considération que les axes des X et 1^, tous deux renfer- 
més dans le plan des oCy jr^ seront, dans Thypothèse admise, perpendicu- 
laires , le premier à Taxe des jr^ le second à Taxe des x. Les valeurs des 

angles 

a, A, a, ê, 7, X, fx, v 

et celles de leurs sinus et cosinus étant détenninée& par les équations qui 
précèdent, les formules (la), (i3), (aa), (26), (4i)» (44)ï (4?)» (5o) donne- 
ront 

(61) Ar=f±;?:î^, r=î^^^±i, z=»; 

^ ' sin c sm c 

(6a) X = — : -i y = : , z = Z ; 

^ ^ smc "^ sine 

(63) e = e = sînc; 

(64) r*= jr*H-j*-H z*-H ax^cosc; 

(65) m cos (r, t) = arjr'+T^'-f- ïJd-¥{pby^^x*flt3tiii^ 



(66) 



i ^. cos(r, x)cos(i, x)H-cos(r,T}coi^^y} 
^ ' ' sin'<; 



_ cos(r, x) CCS (f, y) -f- cos(j, x)cos(r, y) ^ 

sin'c 
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Ajoutons que, si des deux rayons vecteurs r, j, le premier est perpendiculaire 
à Taxe des j:, et le second à Taxe des^, on aura 

cos (r, x) = o, cos {s^ y) = o. 
Donc alors la formule (66) se trouvera réduite à Téquation 

v^7) cos (r, s) = cos(r, z) cos (j, z) r^ cos {s^ x) cos (r, y), 

que Ton peut écrire comme il suit : 

(68) cos {r%) cos {s?z) - cos (r," ) = E2i(îD0f2i(â) , 

la valeur de c étant toujours 

c = (xPy). 

Dailleui*s, en vertu de la formule (35), le premier membre de Téqua- 
tion (68), pris en signe contraire et divisé par le produit 

sm(r, z)sm(f, s()y 

donne pour quotient le cosinus de Tangle dièdre opposé à l'angle plan (r, s) 
dans Tangle solide (r^s, z). Donc Péquation (68) entraine la proposition suivante : 
Théorème. Étant donnés trois axes des x^y^z dont le troisième est per- 
pendiculaire aux deux premiers, si Ton nomme 

X, y, z 

trois longueurs mesurées sur ces trois axes, à partir de Torigine , dans le sens 
des coordonnées positives, et r, s deux droites qui , partant elles-mêmes de 
Torigine, soient respectivement perpendiculaires, la première à Taxe des j:, 
la seconde à Taxe des^, le coi$inus de Tangle dièdre opposé à langle plan 

(r, s)^ dans Tangle solide (r, ^, z), sera égal au rapport 

coi [s y x) cos (r, y) 



/\ /\ /\ /N ' 

sin (r, z) wn (f , z) sin (x, y) tang (x, y) 



pris en signe contraire. Nous montrerons, dans un autre Mémoire , comment 
Ton peut faire servir cette proposition, ou, ce qui revient au même, la for- 
mule (67) à la recherche de Féquation différentielle que vérifie généralement 
le cosinus de langle compris entre deux lignes tracées sur une même surface 
courbe. 



( 353 ; 

§ VII. — Sur la transformation des coordonnées recti lignes en d'autres coordonnées de même 

espèce. 

Nommons 

les coordonnées d un point mobile P rapportées à trois axes quelconques 
menés par Torigine O. Soient d ailleurs 

X, y, z et X, Y, Z 

six longueurs mesurées à partir de Torigine O , d une part sur les demi-axes 
des X, jr^ z positives, d'autre part sur trois perpendiculaires aux plans 
coordonnés des^, z, des z, jr, des J?, jr-^ et supposons, pour fixer les idées, 
ces perpendiculaires prolongées à partir des plans coordonnés des mêmes 
côtés que les demi-axes des coordonnées positives, en sorte que chacun des 
trois angles 

(xrX), (yrY), (zfz) 
se réduise à un angle aigu. Enfin soient 

de nouvelles coordonnées du point P, relatives à de nouveaux axes rectili- 
gnes qui continuent de passer par l'origine O ; et supposons que, pour ce nou- 
veau système d'axes, les longueurs précédemment représentées par 

X, y, z, X, Y, Z 

deviennent 

On passera des coordonnées x^jr^ z aux coordonnées ^4 , ^« , Z|, et récipro- 
quement, par le moyen d'équations toutes semblables à Téquation (16) de la 
page 144? psi* conséquent à l'aide des formules 

xcos(x, X|) -l-/cos(y, X,)-f-»co8(z, X|) 
x^= —^ ï 

cos(x,,X,) 

/\ /\ /\ 

__ x co8(x, Yi)4-rco»(y> Y,)-f-*cos(2, Y|) 

cos (y, , Y,) 

/V /N /\ 

xcos(x,Z,)-4-/cos(y, Z,)-4-gcos(g, Z,) 

cos(z,,Z,) 

Ex. SKn. etàt PA. math,, T. III. (SIS« \Vn.) 4^ 
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OU à Faide des formules 

X, cos(x, , X)-4-7i cos (y, , X) -h «iC05(z, , X) 

X — —^ . 

cos(x, X) 

/\ /\ À 

i\ j _ x,cos(x,,Y)4-riCO»(yi»Y)-f-«iCOs(z,,Y) 

W \ 7 = -7^- ' 

cos (y, T) 

/\ /\ /s 

^ __ jr,cos(x,,Z)H-/,cos(y,,Z)4-«,cos(z,,Z) 
^ — >^ 

cos(z, Z) 

En vertu de ces formules qui étaient déjà connues \voir en particulier le Mé- 
moire de M. Sturm , inséré dans le tome XV des Annales de Mathématiques 
de M. Gergonne], les coordonnées x^j^z seront des fonctions linéaires de 
•^9 J^) ^9 6^ réciproquement. D^ailleurs, en résolvant les équations (2) par rap- 
port aux coordonnées nouvelles 

on obtiendra, pour ces coordonnées, d'es valeurs qui devront évidemment 
coïncider avec celles que fournissent les formules (i), quelles que soient 
d'ailleurs les valeurs attribuées à x, /, z. Donc les constantes qui représen- 
tent les coefficients de a:, ^% z, dans les formules (i), pourront êrte exprimées 
en fonction des constantes qui représentent les coefficients de x^ ^y\ , z^ dans 
les formules (a), et réciproquement, en sorte quon pourra obtenir neuf équa- 
tions de condition entre les cosinus des six angles 

(xfx), (yrV), (z?Z). 
(x.'^X), (y.ÎY), (z^Z) 

et les cosinus des angles formés, i^ par les directions des longueurs x, y, z 
avec les directions des longueurs X| , Y| , Z| ; a^ par les directions des lon- 
gueurs X| , Yi , Z| avec les directions des longueurs X, Y, Z. 

Dans le cas particulier où les nouveaux demi-axes des coordonnées posi- 
tives coïncident avec ceux sur lesquels se mesurent les longueurs X , Y Z 
les nouvelles coordonnées du point P, relatives à ces. nouveaux demi axes 
sont précisément celles que, dans le § VI, nous avons représentées par les 
trois lettres 

X, r, z. 

Alors aussi les formules (1) et (?.) se réduisent aux formi du £ y| 
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et les équations de condition , que vérifient les coefficients renfermés dans 
ces formules, aux six équations comprises dans la formnle (^o) du § VI. 

Lorsque les axes coordonnés des X| ,^« , Z| se coupent à angles droits , les 
directions des longueurs X« , T| , Z4 se confondent avec celles des longueurs 
X| y Yi , z« , et, par suite, les formules (1) donnent simplement 

/\ /s /\ 

x^= â:cos(x,X|) •+-7"cos(y, X|)-4-zcos(z,.x,), 
^^^ {7*= ^ cos(xry,) -hjr cosCy^y,) -h zoosCz^y,), 

Z| = a:cos(x, Z|) -f-^cos(y, Z|) •+-zco«(z, z,). 

Pareillement, lorsque les axes des x,^, z se coupent à angles droits, les di- 
rections des longueurs X, Y^'Z se confondent avec celles des longueurs x, y, z , 
et , par suite , les formules (2) deviennent simplement 



:,x,)-+-^iCos(x,y,)+z,cos(x,'i 



( JCzzzJOt COS(x, X|)-+-^|COS(x,y,) +Z|C0S(X, Z|), 

cos(z, X|) -h/i cos(z', y,) H- 2«cos(z, Z|). 



(4) < jr= X, cos(y,x,) -hjr^ cos(y, y,) -4- z, cos(y, 2^), 






Si les deux systèmes d^axes coordonnés sont rectangulaires, les formules (4) 
subsisteront en même temps que les équations (3). 

Concevons maintenant qu il s^agisse de transformer les coordonnées obli- 
ques 

en coordonnées rectangulaires 

«9 Vj ^' 

relatives encore à trois axes qui passent par Forigine O, et supposons que ces 
trois axes , prolongés dans le sens des 

positives , soient respectivement ceux sur lesquels se mesarent les trois lon- 
gueurs 



x 



> 



y»? ^i.y 



En d^autres termes , supposons que le demi- axe des x positives se confonde 
avec le demi-axe des x positives; le demi-axe des ^^ positives , avec une droite 
menée, dans le plan des x^jy perpendiculairement à Taxe des x^ et dirigée 
de manière à former avec le demi-axe des j positives, un angle aigu ; enfin 
le demi»axe des « positives, avec upe droite perpendiculaire au plan des 

45. 
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•r, y^ et dirigée de manière à former, avec le demi-axe des z positives , un 
angle aigu. En remplaçant, dans les équations (3) et (2), 

et X| , Yi , z, par x, y,, z^y, on trouvera 



a: = X -+-^COS(y,x) H- ZC0s(z,x), 

^5) ^ ^ — ^cos (y?yO H- ;8co8(z,y.) , 

X = zcos (z,z»^y), 



et 



JC = « H- «y 



cos(yx,X) , cos(zy,„X) 



* X — î 



cos(x,X) cos(XyX) 



^^ ^ r = ir — TA-- + * — 7-Â— 

co8(y,Y) CCS (y, Y) 



z = 



cos(z,Z) 



D autre part , les : trois longueurs 

X, y, z 

pourront être cimsées se confondre, en grandeur comme en direction, 
avec les trois longueurs 

^y»*' y*»»> ^*»7» 

et si, en considérant Tangle solide (x, y, z), on nomme 

a, 6, c les trois angles plans opposés aux trois arêtes x, y , z; 

a, s, y les trois angles dièdres opposés à ces angles plans ; 

X, /x, V les angles aigus formés par les trois arêtes x , y , z avec les peiipra- 
diculaires aux trois faces opposées à ces arêtes , on aura 

(y,z) =a, (z,x) = *, (x,y) = c, 

(y«z.) = «. (zrx,) = 6. («..y.) = 7. 

(Y7z) = 7t-a, {Z%=7:-î, (Xy)^n-y, 
(X,'X)=X, (y?Y) = fx, (zrZ) = v. 



V ■ r. ■ 



.rî:î'-i 



.1 . 
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Cela posé, en ayant égard aux formules (i), (6), (8), (9) des pages 3o6 et 
3o8 , on trouvera 

cos(y,x) = cosc, cos (z, x) = cos 6 , 

cos (y, y.) = sîn (x,y) = sine, cos(z,y,)=: sin (z,x)cos(y„ z.) = sin A eus a, 

/\ /\ 

cos (z, z^ y) = cos (z, 2) = cos V , 

cos(z,,y,X) = cos(Z,Y) = — cosê, cos (z,, , , Y) = cos (Z, Y) = -- cos 7. 

De plus y les longueurs 

yo Y = y.,., Z=2.,y 

étant toutes ti*ois comprises dans un même plan perpendiculaire à i axe des Xj 
et les deux longueurs 

y., Z = 2.,y 

étant , dans le plan dont il s*agit , perpendiculaires lune à lautre , langle 
aigu 

(y..Y) 

aura pour complément Tangie 

(ZrY) = 7t-a, 
OU son supplément a. On aura donc 

cos(y„Y)= sin a, 

et Ion trouvera de même 

cos(Xy,X)==smS. 

Enfin I les plans des deux angles 

(«jfy.)> («j»x)=(x„x,,.) 

étant peqNmdicalaires Tan à Tautre, puisque le premier de ces deux plaus j 

ç*est-àrdire le plan des x^j^ pane par Taxe des^ , tandb que le plan (x^ , x^, ,) 
est perpendicoùilra ai| poéoia 9X6, le 7* théorème de la page 3i i donnera 

cot(y.,X)=cos(x„y.)co8(Xy,X) = cos(x„yO sing; 
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et comme évidemment l'angle 

(xpyO 

sera le supplément de langle (x,y) = c, la valeur précédente de cos (yo.X) 
deviendra 

cos (y, , X) = — cos csin ê. 

Donc, en définitive , si Ton exprime, en fonction des neuf angles 

a, b, c, a, g, 7, X, fx, v, 

les coefficients de x^ j^z ou de x, /^, x, renfermés dans les seconds mem- 
bres des formules (5) et (6), ces formules se réduiront aux suivantes : 

X z=z X -h^COS C -{- Z COS S, 

(7) { y=^sinc -+■ zsinôcosa, 

z = z COS V , 



(8) 



X 


— 


X 


xsin 


6cosc-|- 


^cos 


ê 




cos> 




"~" 9 


J 


= 


t 


sin a — * cos a 








cos fil 


7 




z 


^^^^ 




X 









cos V 



On ne doit pas oublier que , dans lés formules (7) , (8) , les trois cosinus 

COSX, COSJUI9 cosv 

sont liés aux sinus des angles 

a, h^ c, a, S, 7 

par les équations (i5) de la page 3i^, ce qui permet d'éliminer les trois 
angles 

X , fi , V. 

Si , pour fixer les idées, on tire des équations dont il s'agit des Vlffears de 
cos X , cos/Ji , cos V , exprimées à 1 aide des seuls anglas *' *«i^ii-^! j j . - 

6, c, a, 6, 
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déjà renfermés dans les formules (7) et (8) ^ on aura 

m 

cos X = sin c sin €, cos|x = sin c sin a , ces y=smb sin a; 

et , par suite , les formules (7) , (8) donneront 

X = X +jr cos c -H z cos b , 
(9) { /y=j^sinc-l- usinftcosa, 

£ = 2 sin 6 sin a ; 



(10) 



X = x — ^ cot c — * cosec c cot ê , 
^ = (-y — * cot a) cosec c , 
z = £ cosec a cosec 6. 



Les équations (9), (10) s'accordent avec des formules déjà connues. Elles of- 
frent cela de remarquable, qu elles renferment seulement les deux angles plans 

6 = (z,x), c=:(x,y), 

formés par les demi- axes des^ et z positives avec le demi-axe des x positives, 
et Tangle dièdre a compris entre les plans des deux angles h , c, fies deux 
* dernières des équations (10) remplissent aussi cette condition , à la(|nelle la 
première des équations (10) satisfera elle-même, si Ton y substitue, à la place 
de cote, sa valeur déduite des formules (^7) et (35) du § IV. En effet, ces 
formules donneront 

sin a cos S = sin c cos b ~ sin 6 cos c cos a , 
sin a sin S = sin b sin a, 



et, par suite, 



X) sin c cos b — sin 6 cos c cos a 

cot o = ; — r~' ~5 

sin o sin a 



puis on en conclura 



cosec c cot S = 



cot b — cos a cot c 
sin a 



Donc, les formules (10) peuvent s'écrire comme il suit: 



cot b — cos a cot c 

X = X — y cot C — * -r- 9 



Sin a 



(") 



j^ = (4^ — * cot a) cosec c , 
js = z cosec a cosec b. 
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Au resie, pour obtenir immédiatement les formules (i i), il suffit de résoudre, 
par rapport k x^jr^ Zy les équations (9). 

Dans le cas particulier où le point P est l^un de ceux que renferme le plan 
des x^jr y les coordonnées 

z et » 

s'évanouissent. Alors les relations linéaires qui, en vertu des formules (9) et 
(11), subsistent entre les coordonnées Xjjr et x,tr9 se réduisent aux 
suivantes : 

(i a) .V = .X -h If cos c y y =^ cos c , 

(i 3) j? = jc — /y^ cot Cy J^ = 'tjf cosec c, 

qu il serait d'ailleurs facile d'établir directement. 
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MÉMOIRE 



SUE LIS 



FONCTIONS DE VARIABLES IMAGINAIRES 



§ I*' — Des expressions Imaginaires, de leurs arguments et de leurs modules. 

Ainsi que je Tai remarqué dans mon Analyse algébrique ^ une expression 
imaginaire n est autre chose qu^une expression symbolique de la forme 



a y s désignant deux quantités réelles. On dit que deux expressions imagi- 
naires 

sont égales , lorsquHl y a égalité de part et d autre , i^ entre les parties réelles 

a et 7; a® entre les coefficients de yj—i^ savoir, S et c^. L'égalité de deux ex- 
pressions imaginaires s'indique, comme celle de deux quantités réelles, par 
le signe = , et il en résulte ce qu^on appelle une équation imaginaire. Cela 
posé , toute équation imaginaire n'est autre chose que la représentation sjrm^ 
hoUque de deux équations entre quantités réelles. Par exemple , TéquatioM 
symbolique 

équivaut seule aux deux équations réelles 

a = 7, S = &. 

L'emploi des expressions imaginaires, en permettant de remplacer deux 

équations par une seule , offre souvent le moyen de simplifier les calculs et 

• d'écrire sous une forme abrégée des résultats fort compliqués. Tel est même 

'le motif principal pour lequel on doit continuer à se servir de ces expressions 
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qui, prises à la lettre et interprétées d'après les conventions généralement 

établies, ne signifient rien et n'ont pas de sens. Le signe y/— i n'est en quel- 
que sorte qu'un outil, un instrument de calcul, q(li peut être employé avec 
succès, dans un grand nombre de cas, pour rendre beaucoup plus simples et 
plus concises, non-seulement les formules analytiques, mais encore les mé- 
thodes à laide desquelles on parvient à les établir. 

Deux expressions imaginaires qui ne diffèrent Tune de Tautre que par le 

signe du terme que renferme v^— i, par exemple 



a-f-êv/— 1, a — ê\/ — i, 

sont ce qu on appelle conjuguées. 

Concevons maintenant que Ton effectue Faddilion ou la multiplication 
de deux ou de plusieurs expressions imaginaires, en opérant d après les règles 

généralement établies , comme si v^— i était un facteur réel dont le carré fût 
égal à —I. On obtiendra pour résultat une nouvelle cxpi^ssion imaginaire, 
qui sera ce qu'on appelle la somme ou le produit des expressions données. 
Il est d ailleurs naturel d'indiquer cette somme ou ce produit à l'aide des 
notations adoptées pour représenter la somme ou le produit de quantités 
réelles. C'est ce que l'on fait toujours. Lorsque Ion multiplie l'une par l'autre 
deux expressions imaginaires conjuguées , le produit devient réel. On a effec- 
tivement 

(0 (a-4-§v-^)(a-gv^^) = a^ + ê^ 

Dans le cas particulier où les quantités réelles 

a, S 

se réduisent au cosinus et au sinus d un méine arc zs^ alors, de l'équation (n 
jointe à la formule 

(a) cos' TS -f- sin^ cr = i , 

on tire 



(3) (coszs -hyj— i sinzs) (cos w — y^— i sin w) = i . 




Toute expression imaginaire 




a-^SyJ— I 


■ • 


peut être présentée sous la forme 


' .,rv ■ 


p (costr H- y/— ! siu cr) , 


... iq JlfiS.» 1; 




> ta;k/£2i 



i 
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p désignant une quantité positive et rs ua arc réel. Effectivement!, si Ton 
pose ^ 

a H- 6^—1 = p (costy-h \/--i sin tsr) , 

ou , ce qui revient au même , 

(4) a = jocoscr, ê = jOsinCT, 
on tirera des équations (4), jointes à la formule (a), 

(5) p^ = a'^§\ 
puis , en supposant p positif, 

(6) p = s[^^TT\ 

(7) cosgy = ? sinor = 



et il est clair qu^on pourra satisfaire aux équations (7) par une valeur réelle, 
et même par une infinité de valeurs réelles de Parc cr. Le facteur p, dont la 
valeur unique se détermine par la formule (6), est ce qu on appelle le module 
de l'expression imaginaire 

lare ©est ce que je nommerai l'argument de cette expression. Si w désigne 
une des valeurs de cet argument, on vérifiera généralement les équa- 
tions (7) en prenant 

(8) cr = Gi) di îAtt, 

k étant un nombre entier quelconque; et, par suite, les diverses valeurs de 
largument rs formeront une progression arithmétique dont la raison sera la 
circonférence an. Ajoutons que, si Ion désigne par (p un arc réel quelconque, 
une seule des valeurs de Targument cr se trouvera renfermée entre les li- 
mites 

Gomme il suffira de changer le signe de or pour transformer 1 une dans 
l'antre les deux expressions 

fi -f- g^— I = p (costar -f- V— I sintsr) , a — Sv^— i = p (cosw— v/^^ sinw), 

ttMriHlAtt' ^ire'denx expressions imaginaires conjaguées offriront toujours, 

46. 
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avec un module commun équivalent à la racine carrée de leur produit , deux 
arguments égaux, au signe près , mais affectés de signes contraires. 
Si I on multiplie l'une par l'autre les deux expressions imaginaires 



cos 



ty-H v/— I sinrsj costy'-f- v^—- 1 sintsr', 



dont BT, Ts^ représentent les arguments, et dont les modules se réduisent à 
Tunité , on trouvera 

(9) (coscr-i-\/— I sino) (costar'^- v''— i sinzs') = cos (bj 4- «y') -♦->/— i sin(tar-4-tffO. 

Par suite, si Ton multiplie lune par l'autre les deux expressions imagi- 
naires 



a-hSyJ— I =p (cosîsr-f-V— isin©), a'-i-êV"~ ^ =p'(costy'+v^— - 1 sin v/) , 



dont les modules p, p' peuvent différer de lunité, on trouvera non-seule- 
ment 

(10) (aH-gv/~) {a'-h&sf^i) = a(x!S&-h (aê'4-a'ê)\rT, 

mais encore 

(i i) (a-hêv/^) (a'-+-6'v^^) = pp' [cos(cr4-c)r') •^)f^sin{rs-^rs')]' 

Il suit de la formule (10), que le produit de deux expressions imagifuiires a 
pow* module le produit de leurs modules, et pour argument la somme de 
leurs arguments. D'ailleurs, le produit pp' étant, en vertu des formules (10) 
et (i i), le module de l'expression imaginaire 



aa' - êê'+ (aê'-h a' g) v/~i , 
l'équation (5) donnera 

p^ p'^ = (aa'- ê&y + (aê' -h a'î)\ 
ou , ce qui revient au même , 

( 1 a) (a^+ g») (a'^4- g'*) = (aa'-- gg')^ 4- (ag'+ a'g)^ 

La formule (9) n'est autre chose que la représentation symbolique des deux 
équations réelles qui servent à exprimer le cosinus et le sinus de la somme 
de deux arcs en fonctions des sinus et cosinus de ces deux arcs. La for- 
mule (11), appliquée au cas où les quantités a, a', g, g' deviennent des nom- 
bres entiers, fait voir que, si l'on multiplie l'un par l'autre deux nombres en- 
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tiers dont chacun soit la somme de deux carrés, le produit sera encore uue 
somme de deux carrés. 

Si Ton multipliait Tune par Fautre trois, quatre, etc., expressions imagi- 
naires, alors, à la place de la formule (i i), on obtiendrait une formule ana- 
logue de laquelle on conclurait que le produit de plusieurs expressions ima- 
ginaires a pour module le produit de leurs modules^ et pour argument la 
somme de leurs arguments. 

§ II. — Des variables imaginaires. 

Lorsqu'on suppose variables les deux quantités réelles s ^ ^, ou au moins 
lune d entre elles, lexpression imaginaire x déterminée par la formule 



(l) X=:S'^tyJ 1, 

est ce qu on appelle une variable imaginaire. 

Si Ion nomme r le module et p largument de la variable imaginaire x, 
on aura généralement 

(a) x = r{cosp + yJ-'i sin/?), 

r, p étant liés à ^ et / par les formules 

(3) s = rcosp^ t = rsinp; 

et il sera nécessaire que des deux quantités r, /?, 1 une, au moins, soit variable 
avec X. 

Bien n empêche de considérer les quantités réelles s^ t comme représen- 
tant les coordonnées rectilignes d'un point situé dans un plan donné. Aioi*» 
les diverses valeurs de x que Ton déduira de la formule (i), en attribuant 
aux variables^, t divers systèmes de valeurs, correspondront aux divei^es 
positions que pourra prendre un point mobile P dans le plan dont il s'agit. 
Si les coordonnées j, t sont non-seulement rectilignes, mais rectangulaires^ 
le module r et largument p , liés à ^ et / par les formules (3), représenteront 
le rayon vecteur mené de Torigine à ce point, et ïangle polaire que décrira 
ce rayon vecteur en tournant autour de Porigine considérée comme pôle; 
par conséquent, r et p seront ce qu^on appelle les coordonnées polaires du 
point P. 

Si, dans Téqùation (i), on fait converger la variable s \evs une certaine 
limite 5, et la variable t vers une certaine limite 7^, la variable x conver- 
gera elle-même vers une limite correspondante X qui sera déterminée par 
la formule 
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Une expressiou imaginaire variable est appelée irifiniment petite lors- 
quelle converge vers la limite zéro, ce qui suppose que, dans ^expression 

donnée , la partie réelle et le coefficient de \/— i convergent en même temps 
vers cette limite. Cela posé , représentons par 

a+êy^— -1 =p (costj-f- ^—i siûtsr) 

nue expression imaginaire variable, a, S désignant deux quantités réelles 
auxquelles on peut substituer le module p et Tai^nment ts. Pour que cette 
expression soit infiniment petite, il sera nécessaire et il suffira que son mo- 
dule p soit lui-même infiniment petit. 

§ III. — Sur les /onctions de variables imaginaires, et sur celles de ces fonctions que l'on 

nomme entières ou rationnelles. 

Les variables imaginaires peuvent être soumises, aussi bien que les varia- 
bles réelles, à diverses opérations dont les résultats sont àes fonctions de ces 
variables. Ces fonctions se trouvent complètement définies quand les opé- 
rations ont été définies elles-mêmes , et quand on a complètement fixé le 
sens des notations employées dans le calcul. 

Ainsi , par exemple , en vertu des définitions et conventions admises dans 
le § l*"^, la somme ou le produit de plusieurs expressions imaginaires 

ne sera autve chose que l'expression de même forme à laquelle on parvient 
quand on ajoute entre elles, ou quand on multiplie lune par Tautre les ex- 
pressions données, en opérant, diaprés les règles établies pour les quantités 

réelles , comme si V-- 1 était un facteur réel dont le carré iùx égal à — i ; et 
cette somme ou ce produit s'indiquera toujours à Faide des notations dont on 
se sert pour représenter la somme ou le produit de quantités réelles. Donc, 
si Ton nomme 

plusieurs constantes et variables imaginaires, les valeurs des fonctions de x 
représentées par les notations 

et des fonctions de x, ^, z, . . . représentées par les notations 

x-Jt-jr^ jf-h^-f-z,. . ., xjr^ xjrZy.,.^ axjrzy,..^ \\ 

seront toujours complètement déterminées. 
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De la notion des produits, on passe immédiatement, comme Ton sait, à 
celle des puissances entières. En effet, si Ion désiyne par n un nombre en- 
tier quelconque, et par x une variable réelle, la n^^'"^ puissance de /r, repré- 
sentée parla notation x", ne sera autre chose que h^ produit de n facteurs 
égaux à a:. Or il suffira évidemment d'étendre cette définition et cette nota- 
tion au cas même où la variable x devient imaginaire , pour que la fonction 



x" 



soit toujours complètement déterminée. 

Si Ton nomme r le module et p Pargument de or, alors, en vertu de la 
dernière des propositions énoncées dans le § I*', x" aura pour module le pro- 
duit r" de n facteurs égaux à r, et pour argument la somme np de n quan- 
tités égales à p. On aura donc 

( 1 ) ûc^:=z r'* (cos np -f- V'— i sin np) . 

Ces principes étant admis, une fonction dune ou de plusieurs variables 
imaginaires pourra être considérée comme complètement déterminée, quand 
elle résultera d'une ou de plusieurs opérations dont chacune sera une a^ldition, 
une multiplication ou Fèlévation d'une expression imaginaire variable à une 
puissance entière. En effet, pour obtenir la valeur d'une telle fonction, il 
suffira d'effectuer, lune après l'autre, les opérations dont il s'agît. Les fonc- 
tions ainsi construites avec des variables imaginaires sont appeléesyànc^/o7i^ 
entières de ces variables, c'est-à-dire qu'on leur donne le nom assigné aux 
fonctions de même nature, construites avec des variables réelles. Cela posé, 
les fonctions entières de variables imaginaires jouiront évidemment des 
mêmes propriétés que les fonctions entières des variables réelles, et vérifie- 
ront les mêmes formules. Ainsi, en particulier, la somme ou le produit de 
plusieurs variables imaginaires, tout comme la somme ou le produit de plu- 
sieurs variables réelles, offrira une valeur iiuiépendante de l'ordre dans le- 
quel les additions ou les multiplications seront effectuées. Ainsi encore les 
deux formules 

{X -^ff = X* -^ 2XJ-I- jS 

et lip lofwnJj^^ui ijéoéndes 

(a) «»— j^=(jc -7)(«*-* + x^*7+ ... -4- xf-' -+-7"), 

(3) ■ ■ =«» -f. naf^'j + îlfZlO ^«-2^2 ^ .^^^^ 
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(4) a:''^ = jt'"x", 

(5) {pcjf = x^y-, 

(6) {^x^Y = ar% 

dans lesquelles m ein désigneront des nombres entiers quelconques , subsis- 
teront pour des valeurs imaginaires i aussi bien que pour des valeurs réelles 
des variables x ^jr. 

Les opérations inverses de laddition et de la multiplication peuvent être 
effectuées sur des variables imaginaires, aussi bien que sur des variables 
réelles. Il est naturel de désigner, sous les mêmes noms, dans les deux cas, 
ces opérations inverses et leurs résultats, et de représenter ces résultats à 
Taide des mêmes notations. C*est ce que Ton fait, autant qull est possible. 
Entrons, à ce sujet, dans quelques détails. 

Étant données deux variables réelles ou imaginaires x et^, \^. soustrac- 
tion ou Topération inverse de l'addition consiste à trouver, par exemple , une 
nouvelle variable z qui, ajoutée à la variable x^ reproduise la variable j^, et 
vérifie en conséquence la formule 

(7) x^z=jr. 

Le résultat de la soustraction s^appelle différence. Or comme, pour tirer de 
réquation(i) la valeur de z, il suffira d'ajouter — j? aux deux membres, il 
est clair que la différence z de^ à a: sera déterminée par la formule 

(8) z=jr^x, 

et représentée, pour des valeurs quelconques de x eXjTj par la notation 

jr — x. 

Ainsi la soustraction peut être réduite à laddition ; et , pour soustraire la va- 
riable x de la variable^, il suffira d'ajouter à cette dernière la variable — x. 
La diifision n étant autre chose que l'opération inverse de la multiplica- 
tion, pour diviser/ par Xy il suffira de chercher la valeur de z qui, multi- 
pliée par :r, reproduit^, et vérifie en conséquence la formule 

(9) ^2 =zjr. 

Le résultat de la division s appelle quotient ou rapport géométrique. Le quo- 
tient dejr par x syndique, pour des valeurs quelconques réelles ou ima^ 
naires de x^ k Taide de la notation 



X 
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en sorte qae i équation ^9) entraine toujours la suivante 

(10) *=:J. 

D ailleurs, si Ton nomme r, r' le module des variables x^jr^ et p^ p' leurs 
arguments, on aura 

ar = r(cosp-4- V— I sîn/>), jr= r' (cos// -+- \/— i sîn p') , 

et, pour tirer la vfileur de z de Téquation (9), réduite à la forme 

rz {cosp -h V'—i sin /?) = r' (cos/?' + v^— isin^) , 

il suffira évidemment de multiplier les deux membres, i^ par le facteur -] 

Q^ par le facteur 

cos/? — ^— I sinp. 

En opérant ainsi, on trouvera , pour des valeurs du rapport ~ = z-, 

fil) ^ = ^ [cos (//-/>) -4- v/^TTsin (//-/>)] , 

et Ton pourra, eu conséquence, affirmer que le rapport de deux expressions 
imaginaires a pour module le rapport de leurs modules j et pour argument la 
différence de leurs arguments. Cette proposition , qui pourrait évidemment 
se déduire de celle que nous avons énoncée à la fin du § I^, prouve que le 
quotient de deux variables imaginaires est toujours complètement déterminé, 
à moins que le diviseur jr ne s'évanouisse avec son module r. 

Dans le cas particulier où jr se réduit à Tunité, le rapport z, réduit à -» 

devient ce que nous appelons Texpression ou la variable inverse de x. Aloi*s 
la formule (x 1) donne 

(la) ^ = 7 (cosp — V— I sinp). 

Donc rinverse - de la variable imagifuiire x offre un module int^rse du 

module de x, avec Mm arf/ument égal^ au signe près, à l'argument de x, 
mais affecté d'w^ signe contraire. 
(ibnÉli^^ra' îi^^^ vert'a des formules (i i) et (la), jointes à la 

, »..«& T. IU.{Kr Un,) 47 
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il est clair que, pour diviser jf'* par o:^ il suffira xle Diuhipiiei:^ par Tiovei-se 
de X. Ainsi le rapport de deux variables imaginaires est le produit de la 
première par r inverse de lasecomfe. Cette proposition, jointe à celle que 
nous avons énoncée tout à l'heure, permet de substituer une multiplication 
à une division. 

Une fonction d'une ou de plusieurs variables imaginaire» est appelée ra*- 
tionnelle lorsqu'elle est le résultat de plusieurs opérations dont chacune se 
réduit à une addition, à une multiplication, à la formation dune puissance 
entière, ou à^tiiie'diVfeîoiT. Cela posé, les. fonctions rationneU^s de variables 
imaginaires jouiront évidemment des mêmes propriétés que les fonctions 
rationnelles de variables réelles, et vérifieront les mêmes formules. Ainsi , 

en partiçidier,'^^^^^'^^^^ ratiowielle pourra être réduite aunc^ppaH de 
deux Jonctions entières; et, de plus, 2^^i tel rapport ne sera point altéré si 
ses deux termes sont multiplies ou diwsés par un même facteur. Ainsi, en- 
core, on tirera de la formule (4), pour des valeurs imaginaires, aussi bien 
que pour des valears-réelles'de^r, ' 

(l4) ^: 



jpiii-+-n 



dl» 



Ajoutons que, pour obtenir une définition {générale de x"^^ dans le cas où m 
désigne une quantité réelle, positive, nulle ou négative, mais dont la valeur 
numérique est un nombre entier, il suffira d^éteudre la formule (i4) Ati cas 
même où l'exposant m devient nul ou négatif. En effet, si, n étant un nom- 
bre entier quelconque, Ton remplace successivement., dans celte. formule , 
m par zéro et par — /i, ou trouvera 

:i5) x^—i 

et 

(.6) ar- = l. 

Il est bon d^observer qu'^nidésigoant*, comme ci-dessus, par r le module 
et par p largument de x, on tirera de la formule (i6), jointe aux équa- 
tions (i) et {iiÀ% 

(17) ^' x^'=:r'^{co%np^yJ^^^%mnp}: 

Gela posé, si Ton nomme a une quantité positive ou négative dont la valeur 
niimérique soït un nombre entier n, on aura, en vertu des formules » r) 

(ï8) x^ = r^{cosap'^sl—\ sinap). 
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§ IV. *- Sur les /onctiof^s. algébriques et irmtiof^elles de variables imaginaires. 

Ojtiesl. conduit à la dotion.d^s,fonction$ialgébr^|U6^.çt irratiopoeUeSn^r^ 
qu^on cherche à effectuer 1 opération inverse de celle qui a pour objet l'élé- 
vation d une variable à des puissances entières , ou à généraliser Temploi de 
la notation par laquelle on exprime ces puissances, et à étendre cet emploi 
au cas même où les exposants deviennent fractionnaires ou irrationnels. Pour 
bien*«iinipcendn9 ee .què'^iioi|Si(deivoos dire/à.ee ^uJBt^ il est nécessaire de 
rappeler dlabordeq p^u ^e mots Jajd.éQnitiojq ^générale des racines et la dé- 
finition des puissances fractionnaires ou irrationnelles d'une quantité positive. 

l/hpirûlicfù inversée de éèlle qui' a pour objet Fëlé^ation idi\ine variable à 
là n^*^ puissance; la lettre ti désignant uh nôWbre étitiér qij[elcotîTque, c'e^t 
cèqtCùiï np^lleVeàctractiondk In racine du '(ûfégr^>/.''^Aitisr; lôîtttarre'la ra- 
cipe nf^ do h variable réelle lùt imaginaire x^ c!est tout simplement çber-* 
cher une autre variable jr dont la /z'f*^* puissance reproduise x , en sorte 
qu'on ait 

(i) y = x. 

D^ailleurs cette équation admet, géncraleinent n racines dont une seule est 
réelle et positive, quand on suppose que la variable a: elle-même est réelle 
et positive. Adoptons cette supposition , et, en désignant , suivant Tusage, 

par ^ la racine n'*'"* et positive de x, faisons, pour abréger, 

n 

On aura 

(3) ^=x^; 

et si, en nommant a un nombre entier quelconque, on élève les deux mem- 
breS'de la formule (3) à la puissance du. degré a, on. trouvera 

(4) x^ = x'^. 

Or, pour obtenir la définition générale de af^ dans le cas où Pexposant a de- 
vient fractionnaire, il suffira d'étendre à ce cas la formule (4). En effet, si , 

dans cette formule , on remplace successivement a par - et par — i elle don- 
nera 

I m 

47- 
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r; 



en sorte que x" ne différera pas de ^x. Il y a plus; si Ton attribue succes- 
sivement à la constante a les valeurs négatives ? > la formule (4) 

donnera 

et| par suite, la quantité positive jr~^ sera toujours inverse dcf j:^, c*e8t-|i-dire 

égale à — » tout comme , en vertu de la formule (i6) du § III, x^^ est inverse 

àe Xj et x"-^ de x"\ Ajoutons que , si la constante a, étant positive ou néga- 
tive, a. pour valeur numérique un noinbre irrationnel jul, on pourra obte- 
nir de. ce nombre irrationnel des valeurs aussi approchées que Ton voudra , 

exprimées pat* des nombres fractionnaires. Or, soit - une de ces valeurs ap- 
prochées. En vertu de la définition généralement admise parles géomètres, 
les puissances irrationnelles 

X et x'^^ 

ne seront autre chose que les limites vers lesquelles convergeront les puis- 
sances fractionnaires 

m m 

Xn et X "' 

tandis que le degré de lapproximation croîtra indéfiniment. D ailleurs , ces 
dernières puissances se réduisant toujours à deux nombres inverses Tun de 
lautre, on pourra en dire autant de leurs limites, en sorte quon aura 
encore 

(7) ^"^=i- 

En résumé, si la variable X est réelle et positive, alors, parmi ses racines 
du degré n , c'est-à-dire parmi les valeurs de jr propres à vérifier Téqua- 
tion ( 1 ) , une seule sera réelle et positive. Si , en désignant cette racine 
positive par la lettre x, on veut déterminer complètement la valeur de la 
fraction 

il suffira, quand Texposant a sera fractionnaire, de recourir à Féquation (4) 9 
et, dans le cas contraire, de faire converger un exposant fractionnaire vers 
la limite a. 
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ConsidéroQs maintenant le cas général où la variable x est imaginaire. 
Nommons r le module , et p largument de cette variable. Les diverses 
racines nf^'^' de de seront toujours les n valeurs de jr propres à vérifier 
Téquation (i). Soient p et t? le module et Targument de Tune quelconque de 
ces valeurs ; on aura , non-seulement 



x^r{cosp'h^— I sinp), jr =p[cosrs-h>J— i sin«r), 
mais encore, en vertu de la formule (i) du § III, 

jr " ziz p'^ {cos nrs-^yj ^ i sin ty); 

et puisqu^à une expression imaginaire donnée correspond toujours un seul 
module , les deux modules 

des expressions égales j^eta: seront nécessairement égaux entre eux. On 
aura donc 

(8) p''=n 

et, par suite, la valeur dey étant réduite à 

^"rr: r(cos/icrH- y/ — I sin n cr), 
Téquation ( i ) donnera 

cos /itar-4- V— I sinn«r = cosp-4- \/— i sin^, 

ou , ce qui revient au même, "^ 

(9) cos nu = cos p, sin nzs = sin p. 

Or on tirera de Téquation (8) 

n 

ou, ce qui revient au mêmie, 

(•°) p=:rn. 

De plus, en vertu des formules (9), Yarcnzs admettra une infinité de valeut*$ 
équidistantes ; mais , comme ces valeurs se réduiront aux divers termes d une 
progression arithmétique dont la raison sera la circonférence 27r, elles coïn- 
cideront précisément avec les diverses valeurs que peut admettre Targument 
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D de la variable x. Dodc, par suite, les diverses valeurs des încoanues zs 
et y seront celles que l'on pourra' déduire des formules 

et ' 

(la) j = r^ ^cos J -h V^Ti gin j), 

en y substituant pour/7 lun quelconque des allumants -4^ la variable x. 

Il importe beaucoup de distinguer les unes des autres les diverses valeurs 
de y qui peuvent se tirer delà formule (Ma)i et Ton s'exposerait à introduire 
une étrange confusion dans le calcul, si on les désignait toutes indistmcte- 
ment par la notation 

yjx. 

Il est donc nécessaire de n^appliquer cette notation qu^à une seule des ra- 
cines /j'^*"" de JC, convenablement choisie. D ailleurs, la racine que l'oq. çhoi*^ 
sira devra évidemment remplir deux conditions. En premier lieu , elle devra 
se réduire, pour une valeur réelle et positive de^, à la racine que nous 
représentons alors par la notation 

n I 

V^ ou ^". 

En second lieu , elle devra se réduire à v^— i , quand on posera n = a et 
X = — I. Or ces conditions seront remplies si, dans -le second membre de 
la formule (i a), on réduit toujours Tanglep à celui des arguments delà va- 
riable X qui se trouve compris entre les limites — ff, -+-7r, en faisant coïncider/? 
avec la limite supérieure tt, dans le cas particulier où la variable x devien- 
drait réelle et négative. En effet, Fargument p étant choisi comme on vient 
de le dire, on aura, i^ pour une valeur réelle et positive de x, 

P = Oy ^=o, x = r; 
a® pour jc=-— i,et /j= 2, 

p n 

p = TT, - = -» r= I ; 
et 1a formule ( i/a) donnera, -dans le premier cas, 

^ = r« =: JT»^ i=: V^JC ; 
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dans le second cas, 



Le cboix que nous venons d'indiquer est celui auquel nous uous arrêterons, 
et 9 en conséquence, nous poserons 

^ ' yfx= r» ( cos - -h \/~i sin - j , 

p étant le module de x compris entre la limite inférieure — tt, qull ne doit 
jamais atteindre, et la limite supérieure tt, qu'il atteindra si Ton attribue à 
la variable x une valeur réelle, mais négative. 

Il est bon d'observer qu*on satisferait encore aux deux conditions énoncées 
si, dans la formule (i3), on attribuait toujours à largument p une valeur 
comprise entre les limites 

Tune de ces limites étant exclue, et 9 étant un angle positif inférieur à tt; 
ou même si, en considérant largument.p comme représentant un angle po- 
laire, on faisait varier cet angle polaire, suivant Tusage reçu dans la géonié*^ 
trie analytique , entre les limites 

TT — 7r = o, 7r-hff=-a7r, 

sans lui permettre néanmoins d'atteindre jamais la plus grande de ces deux 
limites. Mais, dans cette dernière hypothèse, il suffirait d'attribuer à la va- 
riable a:, supposée réelle et positive, un accroissement infiniment petit, 



n 



dans lequel le coefficient de ^ — 1 fût négatif, pour que la fonction sjx 
changeât brusquement de valeur ; et l'on évite cet inconvénient en s arrêtant 
à la supposition que nous avons admise. 

Eln résumé, nous supposerons toujours, dans ce qui va suivre, la valeur 

de six déterminée par la formule (i3), dans laquelle l'argument p de x ne 
pourra varier que depuis la limite — n exclusivement jusqu'à la limite n 

n 

inclusivement. Le sens de la notation yjx étant ainsi fixé, si Ion pose, pour 
abréger, 

n 

X = ^x. 



on aura 



X = x", 
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et même on tirera de cette dernière formule, en élevant les deux membres 
à une puissance entière dont le degré soit représenté par a , 



^^^a^ 



On se trouvera ainsi ramené à Téquation (4) , déjà établie pour le cas où la 
variable x était réelle et positive , et Ton peut ajouter que , si y dans cette 



n 



équation, Ton substitue à x '=\jx sa valeur tirée de la formule (i3), on 
verra reparaître ré(|uation (18) du § III, savoir, 



f 1 4) x^zzzr*^ (cos a/7 -h \/— I sin ap). 

Cela posé, rien n empêchera d^étendre les définitions et conventions admises 
dans le cas où la variable x était réelle et positive, au cas où cette variable 
devient imaginaire. Cest ce que nous ferons; et, en conséquence, pour dé- 
finir la valeur de x** correspondante à des valeurs fractionnaires positives 
ou négatives de Texposanta, nous étendrons à ces valeurs fractionnaires Aea 
Téquation (4), ou, ce qui revient au même, la formule (i 4); puis, quand 
Texposant a deviendra irrationnel, nous regarderons la puissance irration- 
nelle •r'' comme la limite vers laquelle convergei*a une autre puissance dont 
lexposant fractionnaire s approchera indéfiniment de la limite a. Nous par- 
viendrons ainsi à fixer, pour une valeur réelle quelconque de Texposant a, le 
sens qui devra être attaché à la notation jr^, et qui se trouvera, dans tous 
les cas , déterminé par la formule (i 4)- 

On nomme fonction algébrique irrationnelle celle qui est le résultat de 
plusieurs opérations algébriques dont chacune se réduit à une addition, à 
une multiplication, à une division, ou à la formation d une puissance entière, 
fractionnaire ou irrationnelle. Les fonctions algébriques irrationnelles de va- 
riables imaginaires jouissent de propriétés analogues à celles desfonctions algé- 
briques irrationnelles de variables réelles, et vérifient des formules do même 
genre. Seulement, plusieurs de ces formules ne subsistent que sous certaines 
conditions, et entre certaines limites, quand les variables deviennent imagi- 
naires. Ainsi, par exemple, a, 6, c,. . . étant des exposants réels quelcon- 
ques, et X, ^, z,. . . des variables imaginaires, les formules 

( 1 5) x^x^ = x'^^ x^x^x^ = x^-^*^, . . . 

subsisteront pour une valeur quelconque de x. Mais on ne pourra pas en dire 
autant des formules 

(16) ^V^^^^-A ^^"j''^" = (^«rf-. 
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et $i l'on représente par 

Pi P^ P\' •• 
les arguments des variables 

Xy y^ 2y . • •, 

en supposant chacun de ces arguments supérieur à la limite ^Uy mais in* 
férieur ou tout au plus égal à tt, les formules (i6) subsisteront sous la con- 
dition que la somme 

p-^p' ou p + p'-h//',. . . 

des ai^uments des diverses variables soit elle-même supérieure à — tt, et 
inférieure ou tout au plus égale à tt. 

§ V. — Sur les fonctions exponentielles^ trigonométriques et logarithmiques de variables 

imaginaires. 

Ainsi que nous lavons remarqué dans le § III, une fonction de plusieurs 
variables imaginaires offre une valeur complètement déterminée, quand elle 
se réduit à une fonction entière de ces variables. Il y a plus; cette proposi- 
tion , qui reste vraie quel que soit le nombre des termes compris dans la 
fonction entière , peut être évidemment étendue au cas même où le nombre 
de ces termes devient infini , et où cette fonction est représentée par la 
somme d une série convergente. Pour qu'une telle fonction soit complète- 
ment déterminée, il suffit que Ton attribue à la variable ou aux variables 
quelle renferme, des valeurs qui laissent subsister la convergence de la 
série. 

Gela posé, concevons qu'une fonction de x , représentée par une certaine 
notation, soit développable, pour des valeurs réelles de la variable x, en une 
série ordonnée suivant les puissances ascendantes de cette variable. Si cette 
série reste convergente pour des valeurs imaginaires de jc, comprises entre 
certaines limites , elle offrira un moyen facile de fixer entre ces limites le 
sens de la notation dont il s agit; et, pour y parvenir, il suffira de considérer 
cette notation comme propre à exprimer la somme de la série, tant qu elle 
demeure convergente. 

Pour montrer une application de ces principes, considérons en particulier 
les trois fonctions que Ion nomme exponentielle népérienne, cosinus et 
sinus, et que Ton représente par les notations 

e*, cos X ^ ûux^ 
la lettre e désignant la base des logarithmes népériens. En raisonnant comme 

Ex, ttAn, et de Ph. math,, T. lU. (3e« Mrr.) 4^ 
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je lai fait dans mon Analyse algébrique, on établira sans peine les formules 
connues 

' ^ I 1.2 1.2.3 

(a) cos jr = I h . . . , sin otr = 5 -h . . . , 

^ ^ 1.2' II 2.3 ' 

et Ton prouvera que les séries comprises dans les seconds membres de ces 
formules restent convergentes pour une valeur quelconque réelle ou imagi- 
naire de la variable x. Cela posé, pour fixer, dans tous les cas possibles, le 

sens des notations 

é^y cos jc , sin jr , 

il suffira évidemment de suivre la règle énoncée et d^étendre les formules (1) 
et (2) au cas même où la variable x devient imaginaire. 

Ajoutons que, si Ion désigne par A une quantité positive et par a le lo- 
{][aritbrae népérien de A^ l'équation 

(3) //=:e« 
entraînera la suivante 

(4) ^' = e"', 

quand la variable x sera réelle; et qu'il suffira détendre la formule (4)^" 
cas où X deviendra imaginaire, pour fixer, dans ce dernier cas, le sens qui 
devra être attaché à la notation A', Au reste, pour déterminer, dans tous les 
cas possibles , la valeur de \ exponentielle A^^ il suffirait encore de la con^- 
dérer comme une expression propre à représenter toujours la somme de la 
série convergente , qui représente le développement de cette même exponen- 
tielle, dans le cas où x est réel. 

Les exponentielles, les sinus et les cosinus, définis comme on vient de 
l'expliquer, jouissent, quand les variables sont imaginaires, de plusieurs pro- 
priétés remarquables. Quelques-unes de ces propriétés, par exemple celles 
qu'expriment les formules 

I cos {x -^f) = cos A" cosj^ — - sin jc sinj^, 
\ sm \x -^-y) = sm j: cos^ -h sin^ cosx, 

sont précisément celles qu'offraient déjà les fonctions semblables de variables 
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réelles. D autres propriétés des mêmes fonctions se rapportent spécialement 
au cas où les variables deviennent imaginaires. Telle est , en particulier, la 
relation importante qui existe entre les deux lignes trigonométriques sin x , 
cos X et e**^. Cette relation, qu'Euler a découverte, et qui se déduit immé- 
diatement des formules (i) et (a), se trouve exprimée par la suivante 

(7) e**^ = cos JC -+- \/— I sin x. 

Elle entraine immédiatement les deux équations 



e«*'-«-+-e-''^-» . gzy/^x ^ c-"^-' 



(o) cos X = > sm X = , — 

en vertu desquelles le sinus et le cosinus d'un arc réel x peuvent être expri- 
més à Taide d'exponentielles que je nomme, pour cette raison, trigonomé- 
triques ^ c'est-à-dire à laide d'exponentielles dont les exposants n'offrent pas 

de parties réelles. Les coefficients de \/— i, dans ces exposants, sont les ar- 
guments des exponentielles trigonométriques. Si , la variable x étant suppo- 
sée non plus réelle , mais imaginaire , on nomme r le module et p largument 
de cette variable, on aura, en vertu de la formule (7), jointe à l'équation (a) 
^•"§11, 

9) xzzzre'*^^^. 

Ainsi une variable imaginaire quelconque est équivalente au produit de son 
module par l'exponentielle trigonométrique qui a pour argument l'argument 
même de la variable. 

L'opération inverse de celle qui donne pour résultat une exponentielle, 
fournit précisément ce qu'on appelle un logarithme. Ainsi, par exemple, les 
divers logarithmes népériens de x ne sont autre chose que les diverses va- 
leurs de jr propres à vérifier la formule 

(10) e^=x. 

Dans le cas particulier où la variable x est réelle et positive , un seul des lo- 
garithmes népériens de Xy celui-là même que l'on désigne par la nota- 
tion l(^), est réel et positif. Dans le cas où x devient imaginaire, on tire 
des formules (9) et (10) 

(11) e^=reP'^. 
Soit d'ailleurs 

jri=u-hV^^ I 

une quelconque des valeurs de ^, les lettres u , p désignant deux quantités 

48. 
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réelles. La première des équations (5) donnera 

e^ = e"e*'*'^. 

Donc lexponentielle e^ aura pour module e", et pour argument s^. Mais, en 
vertu de la formule (i i), la même exponentielle a pour module r, et pour 
argument langle p. Donc, puisqu^à une expression imaginaire correspondent 
toujours un seul module et une infinité d'arguments qui forment les divers 
termes d'une progression arithmétique dont la raison est arr, on aura, d'une 
part, 

par conséquent 

(I») « = l(r), 

et, d autre part, 

(i3) v=zp, 

p désignant l'un quelconque des arguments de la variable x. Donc, par suite, 
les diverses valeurs de^ seront toutes comprises dans la formule 



(i4) r = UOH-p\^- 1- 

Parmi ces valeurs , il importe d en choisir une à laquelle on applique con- 
stamment la notation 1 (x). Or , pour y parvenir, il est naturel de nous 
conformer encore ici à la règle que nous avons suivie dans le précédent pa- 
ragraphe, quand nous avons fixé le sens quil convenait dattacher à la nota- 
tion x^. C'est ce que nous ferons , et , en conséquence , nous supposerons 



(i5) l(x) = i(r) + p>^-i, 

la lettre p désignant, non plus lun quelconque des arguments de la va- 
riable jr, mais celui des arguments de cette variable qui, étant supérieur à 
la limite — tt, est en même temps inférieur, ou tout au plus égal à tt. Cet 
argiunent s'évanouira quand la variables sera réelle et positive, et alors, 
X étant égal à r,la formule (i5) seraVérifiée, puisqu'elle donnerai {x) = 1 (r). 
Après avoir fixé , comme on vient de le dire , le sens qui devra être at- 
taché, pour des valeurs quelconques réelles ou imaginaires de a*, à la nota- 
tion l(x), ou, en d'autres termes, la valeur du logarithme népérien que 
cette notation représente, on déterminera sans peine le sens qu'il convient 
d'attribuer généralement à d'autres notations par lesquelles on exprime, 
quand x est réel, des fonctions dont la définition peut se déduire de celle 
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du logarithme népérien ; par exemple, le sens qu il convient d attribuer aux 

notations 

L(a:), af, 

lexposant a étant réel ou imaginaire, et la lettre L indiquant un logarithme 
pris dans un système dont la base ^ diffère du nombre e. En effet , pour y 
parvenir, il suffira d'étendre les formules 

(17) x'—ef^^U 

quil est facile d'établir, quand a: et a sont réels ^ au cas même où x et a 
deviennent imaginaires. Cette convention étant adoptée , on aura, en vertu 
des formules (i5) et (16) , 

ou , ce qui revient au même , 

(18) L(a:)=L(r)+/iL(a)v^^rT. 

De plus, si Ion pose 

rt = a -h ê \/ — I, 
a et S étant réels, on aura 

û 1 (x) = a 1 (r) — gp -4- [a/iH-êl (r)] v/"^; 
et, par suite, la formule (17) donnera 

OU, ce qui revient au même, 

(19) ^«-=;,«e-6/'gCa;' + 61(r))v^r 

Dans le cas particuUer où lexposant a est réel , on a 

et réquation(i9), réduite à 

(ao) a^ = r''ef^'^\ 

peut encore, en vertu de la formule (7), s'écrire comme il suit: 

(ai) JC** = r^ (cos a/? -h v^— isin ap)* 

On se trouve ainsi ramené, par la considération des exponentieUes , à la va- 
leur de x"" déterminée par la formule (i4) du §IV; et Ton voit en même 
temps que cette formule , relative au cas où Texposant a est réel , peut être 
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non-seulement étendue au cas où l'exposant devient imaginaire, mais encore 
remplacée avec avanta{][e par une autre, plus concise, savoir, par Téqua- 
tion ('io). 

Considérons maintenant l'opération inverse de celle par laquelle on déter- 
mine le cosinus ou le sinus de la variable x. Cette opération donnera pour 
résultat une nouvelle variable^ qui vérifiera la formule 

(aa) cos^ = x, 

ou 

'2 3) siu jr = X. 

Si d ailleurs X, étant réel^ offre une valeur numérique inférieure à Tunité, 
une seule des valeurs de jr sera représentée par la notation 

arc cos x, 

à Taide de laquelle nous désignons toujours un arc renfermé entre les li- 
mites o, TT, ou par la notation 



arc sm jr, 



à laide de laquelle nous désignons toujours un arc renfermé entre les li- 
mites — TT, -f- 71. En étendant les mêmes notations au cas où x devient ima- 
ginaire , on doit nécessairement appliquer chacune d elles à une valeur de j' 
tellement choisie, que cette valeur coïncide, quand ^ est réel, avec la 
fonction alors exprimée par arc cos x , ou par arc sin x. Cette condition est 
remplie quand on détermine arc cos x et arc sin x à Taide des formules que 
j'ai données dans mon Tinaljrse algébrique, et que je vais rappeler. 
Si Ton pose, pour plus de commodité, 

x=s -^ si — i j jrzzzu-^-vyJ ^ I , 
s^t^UyV étant réels, la formule (a a) donnera 

s-^tyJ—\ = cos(m 4- i^v/ — i), = ^'^^' costt— ^^^' sini^v^^, 
OU , ce qui revient au même, 

{a4) — jj — cosM = j, sinif = ^^ 

On aura, par suite, 

(a5) «'= ' ' _..».«. 






COS u sm II ooti 

et Ton en conclura 

oos'k sm'ic 
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De cette dernière formule, combinée avec Féquation 



cos^ u H- sin* M = r , 



on déduira sans peine les valeurs de cos^e^, sin^i^; et, en posant, pour 
abréger, 



^=iv/[(^-r^)'-]-^-^r 



on trouvera 



(27) ^ cos»tt=î^, sin^u=Ç^' 

D^ailleurs, en vertu de la première des formules (a4), s et costt seront des 
quantités de même signe. Donc la première des équations (27) donnera 

(28) cos w = V 
On satisfait à Téquation (a8) en posant 

( 29) u= ±i arccos ^ ± ihn^ 

k étant un nombre entier. Mais, si Ion veut que la variable 

se réduise à la quantité réelle 

arc cos o:, 

quand x^ étant réel, offrira une valeur numérique inférieure à Tunité, c>st- 
à-dire, en d'autres termes, quand on aura 

et, par suite, 

x = j, 5=1, 7^=0, i^ = o, 

il faudra nécessairement supposer, dans la formule (29), A: = o , et réduire 
en même temps au signe + le double signe placé devant lare qui a pour 

ooniMiB le rapport ^\ il faudra donc prendre 

(3o) u=^ arc cos ^ • 

La fikor de u étant ainsi déterminée, sinu sera positif, à moins que t ne 
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s'évanouisse, et ia seconde des équations (27) donnera, en général , 

(3i) sinM = Y- 

Gela posé, la première des formules (2 5) donnera 

le double signe z^ devant être réduit au signe — ou au signe +, suivant que t 
sera positif ou négatif. Comme on aura d ailleurs 



(ii4±i:y-^=(i=4=i')V.. 



les formules (26) donneront 

et, par suite , la valeur de i^ pourra être réduite à 

(33) i^ = z^\{S+T), 

la détermination du signe devant s'effectuer conformément à la règle 
énoncée. En d autres termes, on aura 

(34) i^=-^\{S + T), 
et celle des valeurs de 

qn^il conviendra de représenter par la notation arccosx, sera déterminée 
par la formule 

(35) arccosa: = arcco8^ — — ^— I l(5-h T\ 
ou, ce qui revient au même, par la formule 

(36) arccosjr = arccos|Hf: v^^ 1(5-+- T), 

le signe zp devant être réduit au signe — ou au signe H-, suivant que t sera 
positif ou négatif. 

Loi*sque x^ étant réel , offre une valeur numérique inférieure à ranité, oa 
a , comme nous Tavons déjà remarqué , 

5=1, r=o, 

et , par suite , Téquation (36) devient identique, J étaiitalon%aièjÉiliÉlicrron 
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suppose que a: y étant réel, offre une valeur numérique supérieure à Tunité, 
ou , en d'autres ternies , si Ion suppose 

les équations (a6) donneront 



et le second membre de la formule (36) se trouvera réduit à 

(37) q:V37l(5 + V^^=^). 

Pour ne laisser planer aucune incertitude sur le sens qui devra être attribué 

dans tous les cas à la notation 

arc cos x, 

il sera nécessaire de faire disparaître le double signe qui affecte le pro- 
duit (37), à laide d une convention nouvelle. Celle que nous adopterons con- 
siste à réduire le double signe au signe — , c*est-à-dire au signe qu*on obtient 
quand on considère la valeur nulle i attribuée à t y comme la limite d une va- 
leur positive infiniment petite. 

Quant à la valeur de arc sin x^ il suffit, pour la déterminer complètement, 
d'étendre à des valeurs quelconques réelles ou imaginaires de la variable x^ 
Téquation 

(38) arcsina:H-arccosa:= -^ 



qui subsiste toujours quand x est réelle. Gela posé , on aura généralement 
(39) arc sin X = - — arc cos x. 



Les logarithmes, les puissances à exposants quelconques réels ou imagi- 
naires, et les arcs de cercle qui répondent à des sinus ou cosinus donnés, 
vérifient, quand les variables deviennent imaginaires, des formules analo- 
gues à celles qui se rapportaient au cas où les variables étaient réelles. Seule** 
ment plusieurs de ces formules ne continuent de subsister que sous certaines 
conditions , et entre certaines limites. Ainsi , par exemple , 

•^j ^> z,« • . 

étant des variables imaginaires, et a, b^ Cj. . . des exposants quelconques, 
les formules 

(4o) af3f = xf^, Xl^3d'±' = 3f'^^^,... 

Mm, ^Âm. H àt n^i. mmA,, T. III. (50" Itvr.) 49 
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subsister ont) il esl vi'HÎ , >|M>mi ai»e valeur quelcouquc de x; mois ou ne 
pourra plus en dire autant des formules 

(4 1 ) afj^ = {xjf, x^y a** = {'XJ^Y^ etc. , 

ni des formules 

(4îi) 1(0:) 4- I (j) = i(jrr), I (x) 4- I (7) + 1(2)= 1 (xjrz),..., 

et si Ton représente par 

les arguments des variables x^j^ «,..., en supposant chacun de ces argu- 
inej3ts supérieur à — tt, mais inférieur ou lout au plus égal à?:, les for- 
mules (40 ? (4^) subsisteront sous la condition que la somme 

P-^P'y P + P' -^ P\- ' 
des arguments des divei^ses variables soit elle-même supérieure à — ;r, 
et inférieure ou tout au plus égale à tt. 

On pourra combiner entre elles les divei^es notations dont nous avons 
jusqu'ici déterminé le sens, et alors on obtiendra des fonctions de fonctions 
ou des fonctions composées dont les valeurs seront encore complètement 
déterminées. Si ces fonctions nouvelles renferment des exponentielles, des 
logarithmes , des sinus, et cosinus, elles seront du nombre de celles. que Ton 
nomme Jonctions exponentielles^ logarithmiques ^ trigonoinétriques , etc. 
Parmi les fonctions trigonométriques , on doit distinguer les fonctions ration- 
nelles de sinus et cosinus, particulièrement celles de ces fonctions ration- 
nelles qui, pour des valeurs réelles de la variable, sont représentées à Faidc 
do notations particulières. Pour fixer complètement le sens de ces mêmes 
notations, il suffit évidemment d^étendre les formules qui établissent les rela- 
tions existantes entre les sinus, les cosinus et les fonctions dont il s agit, au 
cas même où la variable devient imaginaire. Ainsi, par exemple, les valeurs 
des foacUons 

tang^T) cotj:, sec«r, coseco: 

peuvent toujours être, quel que- soit jc, complètement déterminées k laide 
des formules 

(4.5) tang j: = , cot x = -: — , sec x = . coscc ,r = -: — . 

^ ' " COSJ7 sin a: cosj: «nx 

Les conventions admises dans ce Mémoire donnent une extension nouvelle 
à diverses formules , et particulièrement à celles qui renferment leï fonctions 
représentées par les notations 

\{x), L(x), x^. 
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Dans mon Analyse algébriques et dans nies piécédenls ouvrages, je m'étais 
borné à employer ces notations dans le cas où la variable x offrait une partie 
réelle positive. En se conformant aux règles ci-dessus établies, on pourra, 
sans inconvénient, faire encore usage de ces mêmes notations dans le cas 
où la partie réelle de x sera négative. 

Au reste y les conditions auxquelles on satisfait en attribuant aux notations 
dont il s agit, et spécialement à la notation x^, la valeur que nous avons indi- 
quée, pourraient être, comme nous lavons remaixiué dans le § IV, remplies 
de diverses manières. On pourrait, par exemple, supposer que, dans les 
équations (i5j, (21), et dans les formules du même genre, p est un angle 
polaire assujetti à varier, suivant Tusage, entre les limites tt, in. Cette suppo- 
sition est précisément celle qui a été admise par M. Ernest I^amarle, dans un 
Mémoire sur la convergence des séries. Mais, comme on la dit dans le § IV, 
elle entraînerait une variation brusque de la fonction x^ et même des fonc- 
tions l(a?),L(ir), dans le voisinage d^u ne valeur réelle et positive de jr. 
Ajoutons qu elle etitrainerait aussi la discontinuité de certaines fonctions aux- 
quelles il peut être utile de conserver le caractère de fonctions continues. 
Telle serait, en particulier, la fonction (1 +jr)* qui, dans la supposition dont il 
s agit, deviendrait fonction discontinue non-seulement de la variable x, mais 
encore de son argument /?, pour une valeur du module r inférieure à Tunité. 

Dans un prochain Mémoire , je reviendrai sur la nature et les propriétés 
des fonctions de variables imaginaires, et je les envisagerai d^une manière 
spéciale, sous le rapport de la continuité, en désignant toujours sous le nom 
de fonctions continues celles qui reçoivent des accroissements infiniment 
petits quand on fait varier infiniment peu les variables elles-^mêmes. 

P. S. Depuis que j'ai rédigé ce Mémoire, j'ai rencontré, au bas de I une 
des pages de celui que M. Bjœrling a publié sur le développement d'une 
puissance quelconque réelle ou imaginaire d'un binôme, une Note où il est 
dit que cet aiiteur a présenté à TAcadémie d'Upsal une Dissertation sur 
Tutilité qu'il peut y avoir à conserver dans le calcul les deux notations jc^, 
l(x), dans le cas même où la partie réelle de x est négative. M. Bjœrling 
verra que, sur ce point, je suis d'accord avec lui. Il reste à savoir si les con- 
ventions auxquelles il aura eu recours, pour fixer complètement, dans tous 
les cas, le sens des notations x^, l(x), sont exactement celles que j'ai adop- 
tées moi-méme; et, pour le savoir, je suis obligé d'attendre qu'il me soit pos- 
sible de connaître la Dissertation dont il s^agit. 
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NOTE 



SUB 



LES MODULES DES SERIES 



Soit 

(l) I/o, tt|, «1, . . 

ane série dont Un désigne le terme général correspondant à Tindice n , ce 

terme général pouvant d'ailleurs être réel oii imaginaire. Désignons d'ailleurs 

par la notation 

mod. Un 

le module de ce terme général , et par u la limite unique , ou du moins la 
plus grande des limites dont s'approche indéfiniment, pour des valeurs crois- 
santes du nombre n , lexpression 

I 
(mod. u)". 

La quantité positive u sera ce que nous appellerons le module de la série (i). 
D après ce qui a été démontré dans MAnaljrse algébrique^ la série sera con- 
vergente si Ton a 

(a) u < I , 

divergente si 1 on a 

(3) u>i. 

De plus, si, pour des valeurs croissantes de ti, le module du rapport 






s approche indéfiniment dune limite fixe, cette limite sera piécMmoit le 
module de la série (i). 



•% 
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Soit maintenant 

(4) ••«-•f W-n Wo, M|, M„. . . 

une série qui se prolonge indéfiniment dans deux sens opposés , de manière 
à offrir deux termes généraux 

u„ et M^, 

correspondants, le premier à Tindice /i, le second à Tindice — n. Concevons 
d'ailleui^ que , le nombre n venant à croître, on cherche la limite unique, ou 
la plus grande des limites dont s approche indéfiniment chacune des expres- 
sions 

I I 

(mod. u„)"j (mod. u^„f; 

et représentons par u la limite de (mod. m„)\ par u, la limite de (mod. !/.„)". 

Les deux quantités positives 

u, u 

seront les deux modules de la série (4) i qui sera convergente si ces deux mo- 
dules sont inférieurs à lunité , divergente si Tun d eux ou si les deux à la fois 
deviennent supérieurs à Tunité. 

U est bon d observer que le module d une série prolongée indéfiniment dans 
un seul sens n est point altéré dans le cas où le rang de chaque terme est di- 
minué d'une ou de plusieurs unités , en vertu de la suppression du premier, 
ou des deux premiers, ou des trois premiers,... termes. Pareillement les deux 
modules d une série prolongée indéfiniment en deux sens opposés ne seront 
point altérés si Ton déplace simultanément tous les termes en les faisant mar- 
cher vers la droite ou vers la gauche avec celui qui servait de point de départ 
pour la fixation des rangs et des indices. 

Considérons à présent une série 

(5) ÙQy «1^1, a^^s,... 

ordonnée suivant les puissances entières et ascendantes d une variable réelle 
oo imaginaire x. Nommons r le module de cette variable, et p son argument, 
en sorte que Ton ait 

Soit d'aillenrs a le module de la série 
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c'est-à-dire la plus graacle limite dont s approche indéfinimeaty pour des va- 
leurs croissantes de /i, l'expression 

I 

(mod. Ok)". 

Comme on aura 

mod. {anOf) = /-"moil. a", 

on en conclura 

I I 

(mod. a„.r*)"= r (mod. a*)", 

et , par coiiséqueDt , il esl clair que le module de la série (5) se réduira au 

produit 

ar. 

Donc la série ( 5) sera con\ erfjente si Ton a 



divergente si Ion a 



ar < I ou r < - ; 

a' 



a/' > I ou /•> -• 

a 



Considérons enfin une série 

ordonnée à la fois suivant les puissances ascendantes et suivant les puissances 
descendantes de la variable x. Si 1 on nomme a la plus grande des limites 
vers lesquelles converge, pour des valeurs croissantes de n, lexpression 

1 
(mod a,)", 

et a, la plus grande des limites vers lesquelles convei^e 1 équation 

I 
(mod.û.,/, 

les deux modules de la série (6) seront évidemment 

ar"*, ar; 

et , par suite , la série (6) sera convei^ente si le module r de x vérifie les deux 
conditions 

r<-^ /' > a : 

cl 
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divergente si rvérïBeilee'dçaxsaonditiooS' - :. < ' 

r>^, r<a,, 

OU seulement Vnue d'entre elles. 

En résumé , il y aura généralement deux limites extrêmes , lune inférieure, 
i autre supérieure , entre lesquelles le module r de x pourra .varier, sans; que 
la série (5) ou (6) cesse d'être convergente. Soient 

k„k 

ces limites extrêmes, k désignant la limite supérieure. D après ce qu^on vient 
de dire , on aura, pour la série (6) , 

(7) k=a„ k=^ 

et, par suite, les deux modules de la série (6) seront 

^8) ^, i- 

D^ailleurs k, devra être remplacé par zéro si la série (6) est réduite à la 
série (5). 

Ajoutons que la quantité k sera certainement la limite extrême et supé- 
rieure du module rsi, la série étant convergente pour r< k, la somme de 
cette série devient infinie pour r = k , et pour une valeur convenablement 
choisie de largument p. 

Pareillement k, sera certainement la limite extrême et supérieure du mo- 
dule r si, la série (6) étant convergente pour r> k, la somme de cette série 
devient infinie pour r = k et pour une valeur convenablement choisie de 
l'argument p. 

En effet, une série ne peut acquérir une somme infinie sans devenir 
divergeute , et par conséquent sans offrir un module égal ou supérieur à l'u- 
nité. 

r.orsque les divers termes d une série sont fonctions d une certaine va- 
riable Xj la nouvelle série qu'on obtient en substituant à chaque terme de la 
première sa dérivée prise par rapport à a:^ doit naturellement s'appeler la 
série dérivée. Concevons, pour fixer les idées, que la première série se ré- 
duise à la série (5), dont le terme général est a„j:", ou même à la série (6) , 
dont les termes généraux sont 

a^n^"'^ et a^jc''; 
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alors la série dérivée aura pour terme général le produit » 

ou bien elle aura pour termes généraux les produits 
D'ailleurs , comme on a 

on en conclut que les deux expressions 

I I 

(9) [mod. (- wû„„ JC-"-^*)f, [mod. (wfl«x»-"«)f 

sapprocbeut indéfiniment, pour des valeurs croissantes de n, des produits 
que Ton obtient quand on multiplie respectivement les quantités positives 

a r"* et ar 

par les limites des expressions 

1 I 

{nrj et {nr^^f. 
Enfin ces deux limites, qui se confondent avec les limites fixes des rapports 



f/î-hi)r I f/ï-l-i^r"' 



nr n nr ^ n 



se réduisent Tune et lautre à lunité. Donc les limites des expressions (9) se 
réduiront simplement aux produits 



.— I 



a.r~' et ar. 



Donc le module ou les modules de la série (5) ou (6) seront en même temps 
le module ou les modules de la série dérivée. 

Nous avons ici supposé que Ton différentiait une seule fois cbaque teime 
de la série donnée (5) ou (6); mais, après avoir ainsi obtenu ce quon doit 
appeler la série dérivée du premier ordre ^ on pourrait former encore la dé- 
rivée de celle-ci, puis la dérivée de sa dérivée,,.., et Ton obtiendrait alors, 
à la place de la série (5) ou (6), des séries dérivées de divers ordres. Or, de ce 
que nous avons dit tout à Thenre , il résulte évidemment que le module ou 
les modules de toutes ces séries semnt précisément le module ou les modules 
de la série (5) ou (6). 

FJN DU TOME TROISIÈME. 
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